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Fluide de Bingham dans une couche mince

RENATA BUNOIU ET SRINIVASAN KESAVAN

REsuME. On considére un modéle nonlinéaire qui décrit le comportement d’un fluide de Bin-
gham dans une couche de faible épaisseur représentée par I'ouvert ]0,1[x]0,e[, ott € > 0 est un
petit paramétre. Aprés avoir transformé le probléme en un probléme défini sur 'ouvert fixe
10,1[x]0,1], on étudie la limite lorsque ¢ — 0. On étudie lexistence et 'unicité du probléme
limite et on le compare avec un modéle unidimensionnel utilisé par les ingénieurs.

Classification AMS 2000 des sujets. T6A05,76A20.

Mots clef et phrases. fluide non newtonnien, couches minces.

1. Introduction

Un fluide de type Bingham, qui est un milieu visco-plastique, vérifie les lois géné-
rales de la mécanique des milieux continus et a une loi de comportement non linéaire
particuliére. Il est utilisé pour modéliser plusieurs types de fluides, comme par exemple
des peintures et la lave volcanique, d’ott le grand intérét de son étude.

Dans ce travail, nous étudions le comportement asymptotique d’un fluide de Bin-
gham dans un domaine mince, représenté par 'ouvert ]0,1[x]0,e[ , ou € est un petit
paramétre strictement positif. Rappelons que ce type d’étude a déja été faite et des
résultats ont été obtenus pour plusieurs fluides. Le premier résultat, di & Bayada et
Chambat [2], justifie ’équation de Reynolds, obtenue & partir des équations de Stokes
considérées dans un domaine mince. L’écoulement du type Navier-Stokes est traité
par Assemien, Bayada et Chambat [1], ainsi que par Nazarov [10], pour différentes
conditions aux limites du domaine d’étude.

Pour les problémes non linéaires, plusieurs résultats sont connus, mais aucun n’en-
globe le cas du fluide de Bingham. Ainsi, I’écoulement d’un fluide dont la viscosité est
donnée par une loi de puissance a été traité par Mikelic et Tapiéro [9] et par Bourgeat,
Mikelic et Tapiéro [3]. Par ailleurs, Taous [11] a étudié une classe des fluides & visco-
sité non linéaire, le modeéle de viscosité étant celui de Litvinov [7]. Enfin, Bunoiu et
Saint Jean Paulin [4] ont étudié une classe des fluides a viscosité non linéaire, parmi
lesquels ont trouve les fluides du type Cross, Carreau et Williamson.

Dans le travail présenté ici, & partir du modéle bidimensionnel considéré dans
Duvaut - Lions [5] sous la forme d’une inéquation variationnelle, inéquation qui a
comme inconnues la vitesse et la pression du fluide, on se raméne & un probléme posé
dans un domaine indépendant du paramétre €. Dans ce probléme, dans lequel les

Rec¢u: le 11 décembre 2002.

71



72 R. BUNOIU ET S. KESAVAN

inconnues dépendent toujours de €, on passe & la limite lorsque € tend vers zéro. Le
probléme obtenu est étudié et comparé a un modéle utilisé par les ingénieurs.

2. Estimations a priori

Soit . =]0,1[x]0,e[, un ensemble ouvert bidimensionnel, ol € est un parameétre
réel strictement positif. Soit Q = Qi, Pouvert de référence. Etant donné un point
générique (r1,22) € Q., on lui associe le point (x,y) = (x1,22/¢) € . Ceci nous
donne une correspondance entre les fonctions ¢ : Q. — R et les fonctions @ : Q — R,
donnée par

P(z,y) = p(x1,22).

Soit £ = (f1,f2) € (L*(2))? une fonction donnée. On pose f. € (L?(£2.))? telle que
?E = f. On considére un fluide de Bingham de viscosité pe? et de seuil de plasticité
ge (cf. Lions et Sanchez-Palencia [6]), ot > 0 et g > 0 sont des constantes indépen-
dantes de . Si u. est la vitesse et p. est la pression du fluide, alors le couple (ug,p.)
vérifie I'inéquation variationnelle (cf. Duvaut et Lions [5]):

ueQ/VuE V(v —ug)dziday + ga/ |Vv|dxides — gs/ |Vu.|dzidry >
Qe Qe Qe

/fE (v —u.)drydxs + /pe div(v — u.)dz1dzs, (1)

Qe Q.
pour tout v € (HJ(£2.))?, ainsi que la condition d’incompressibilité
divu, = 0 dans .. (2)

On choisit des fonctions test particuliéres dans l'inéquation (1) et on utilise les in-
égalités de Poincaré et Cauchy-Schwartz pour obtenir des estimations a priori pour la
vitesse et la pression. En considérant les fonctions U, et p., qui sont les transformées
sur §2 de la vitesse et de la pression respectivement, selon la régle décrite plus haut,
on démontre le résultat suivant :

Lemme 2.1. 1l existe une constante ¢ > 0, indépendante de €, telle que

ou ou ~
e ‘ )l ea<e ®)
O 0,0 dy 0,0
. Ipe Ope
<c <c < ce. 4
poaze || <o 5] 2 (1
ot | oo désigne la norme dans L*(Q) (ou (L?(2))?, selon le cas) et || - ||s.q désigne

celle de Uespace H®(2).
Des résultats classiques d’analyse fonctionnelle impliquent qu’on a, pour une sous-

suite, les convergences suivantes :

u. — u, ‘?yf — g—; 5% — 0 dans (L*(Q))? faible

(5)
p- — p dans L2(Q) faible.

La convergence pour la dérivée par rapport a la variable x est justifiée par l'exis-

tence d’une fonction z € (L?(£2))? telle que 6%; — v dans (L?())? faible et par le
fait que {63%} est borné dans (H~1(£2))2.
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3. Quelques espaces fonctionnels

Ce paragraphe est consacré a la démonstration de deux résultats préliminaires, qui
vont permettre de passer a la limite dans le probléme de départ, d’une part, et de
montrer ’équivalence entre le probléme limite obtenu et un nouveau probléme dans
lequel la pression limite n’apparait pas explicitement, d’autre part.

Grace aux convergences détaillées en (5), on remarque que la limite u, ainsi que
sa dérivée par rapport a la variable y, appartiennent & I'espace (L?(2))?, mais nous
n’avons pas d’information sur la dérivée de u dans la direction z. C’est pourquoi,

dans la suite, on est amené a étudier I'espace des fonctions v € L2(2) telles que
v 9 . .
Y € L*(92). On montre que ces fonctions admettent une trace sur une partie du
Y
bord du domaine 2, constituée par les droites
Li={(zw)|0<z<1,y=i}, pouri=0,1.

De plus, si v et w sont de telles fonctions, en utilisant un résultat de densité qu’on
prouve, on déduit que l'on a la formule de Green suivante:

/v—dmdy—&—/w?dmdy = /vwdm— /vwd:r. (6)
Y

Iy Ty

Posons .
/vxydy,vELz(Q) (7)

0
On prouve que pour tout v € HO () on a I'égalité suivante:

ey = 7). 0

On définit ’espace

W = {v c L*(Q)

v 2 1
oy e L*(Q),Tve H (]0,1[)} (9)

qui est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
1

Ov Ow d d
(v,w)w :/dea:dy+ 8787d xdy +/%(Tv)dm(Tw)dm. (10)
0

Q
On considére le sous-espace fermé

Wo={veWlv=0sur ToUT; et Tw € H(]0,1])},
pour lequel on a le résultat suivant :

Proposition 3.1. H}(Q) est dense dans W.

Idée de la démonstration: On voit facilement que T est continue de L?(Q2) dans
L?(]0,1]) et de HZ(2) dans HE(]0,1[). Donc H C Wy. On choisit v € Wy tel que
(v,p)w = 0 pour tout ¢ € HE(). On montrera que v = 0, ce qui achévera la
démonstration. En choisissant ¢(z,y) = w(z)é(y) € D(Q) ou w(z) € D(]0,1]) et

1

&(y) € D(J0,1]) avec [&(y)dy = 1, on montre que de(z;v) € L*(]0,1]). Ensuite on
0
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2
. . .1 , 2 2 U
choisit ¢ € D(Q), et en utilisant le résultat précédent sur Tv, on montre que — €

Oy

2
L*(Q). Sip = g—f,d) € D(2), on a T'p = 0. Ceci nous donne 8% (v — gyg) =0, d’on
0? d*(T
on déduit que v — v _ ¢(x), que Pon montre ensuite étre égal a ( U).
Oy? dz?

Enfin, si ¢ € Wy, on montre que

(v = / (c<x> - dcﬁf)) Tydr = 0,
0

d’ott 'on déduit que v = 0. ([l
C’est ce résultat de densité qui va nous permettre de passer a la limite quand e
tend vers zéro.
Enfin, on doit considérer aussi dans la suite I’espace

Woo = {v € Wy|Tv =0 dans ]0,1] }. (11)

On démontre un résultat du type "de Rham " dans un espace anisotrope, qui nous
permet de justifier plus loin I’équivalence annoncée au début de ce paragraphe.

Proposition 3.2. Soit F € W(;, le dual de l’espace Wy, tel que F(v) = 0 pour tout
v € Woo. Alors il existe p € L?(]0,1]) tel que, pour tout v € Wy,

F(v) = /p(x)%(Tv)dx.
0

1
Idée de la démonstration: Si & € D(]0,1]), tel que [&(y)dy =1 et si v € Wy, alors
0

z € Wyo, ot
2(zy) = v(@y) — Tv(x)E(y).
D’aprés le théoréme de Riesz, il existe w € Wy tel que

Fv) = (wo)w, ve Wy,
d’ou on peut déterminer p. O

Remarque 3.1. L’espace Wyg joue ici un role analogue a celui de l’espace de fonc-
tions vectorielles a divergence nulle (comme dans l’étude du probléeme de Stokes, par
exemple).

4. Passage a la limite

Dans la suite, nous allons passer a la limite dans le probléme de départ.
On remarque d’abord que, & partir de la condition d’incompressibilité (2), on peut
démontrer le résultat suivant.

Lemme 4.1. Soit u. — u = (u1,u2) dans (L*(Q))? faible. Alors us =0 et Tuy = 0.

Comme la deuxiéme composante de la vitesse limite est nulle, on peut alors poser
u = (u,0).
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Soit v € H{(£2). Dans la relation (1), on prend comme fonction test la fonction
Ve € H& (Q.) telle que V. = v et ensuite on transforme les intégrales sur . en
intégrales sur ’ensemble €2, indépendant du paramétre ¢.

A partir des estimations a priori pour la pression données par le lemme 2.1, on

obtient qu’il existe une sous-suite telle que p. — p dans L?(f2) faible et %;E — 0 dans

H~1(Q). On déduit que g—?’j = 0 et ensuite on peut prouver que la pression limite est
indépendante de la deuxiéme variable, donc p(x,y) = p(z).
Par ailleurs, le lemme 4.1 implique ’appartenance de u & ’espace Wyo. En passant

a la limite lorsque € — 0, on obtient, grace aux résultats de convergence annoncés
dans (5):

Proposition 4.1. Soit (uc,p.) solution de (1) tel que u; — u = (u,0) et p. — p
(pour une sous-suite). Alors (u,p) € Wog x L%(Q) vérifie :

Ou 9 dxdy—g/'au
dy
Q

") By ay
Q
/f1 (v —u)dxdy + /p%(v — w)dzdy, (12)
Q Q

(v —u)dxdy + g/ ’gz dxdy >
Q

pour tout v € Wy ot f1 est la premiére composante de la fonction £. De plus, p = p(x).

La formulation du probléme limite trouvé dans la proposition 4.1 ne permet pas
de prouver un résultat d’unicité. En effet, si on suppose 'existence de deux solutions
(u,p) et (@,p), on ne peut pas conclure en utilisant les techniques habituelles. Mais
si I'on choisit une fonction test v € Wy dans le probléme limite, alors la derniére
intégrale disparait et on cherche u € Wy tel que pour tout v € Wy on ait :

1 Z—Z(%(v — u)dxdy +g/ ‘gz‘ dzdy — g/ ‘gqgj‘ dxdy > /fl(v —u)dxdy. (13)
Q Q Q Q
On peut prouver 1’équivalence entre cette derniére formulation et le probléme limite,
car la pression p peut étre retrouvée a partir de la relation (13) suivant des démarches
analogues a celles décrites dans Duvaut et Lions [5]. Une application du théoréme de
Hahn-Banach et de la proposition 3.2, nous donne p & partir de « vérifiant (13), tel
que (u,p) vérifie (12). Finalement, en utilisant un raisonnement par 1’absurde, ainsi
que 'appartenance de la vitesse limite & I’espace Wy, on montre le résultat suivant.

Proposition 4.2. Le probléme (13) admet une solution unique u.

Gréace au résultat d’unicité, on déduit que toute la suite U, 1 converge vers u, mais
nous n’avons pas obtenu de résultat d’unicité pour la pression p.

5. Interprétation des résultats

0
Si a—Z # 0, on peut montrer a partir de (12) que u vérifie ’équation différentielle
suivante :
0 ou ou Op
B (P died ) =f - £, 14
o (u Tt s 8y>) o2 (14)
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Soit maintenant o. le tenseur de contraintes associé & u.. Alors 6° = —p.I + oP° et
d’aprés la loi de comportement du fluide de Bingham :

1

(o57)2 < gee D =0,4,j =12
(15)
(05,)7 >ge e Dg; = Qﬂ (1 - g‘sl) 05’6,

(0'?1)2

2
ou D, = = o 22 et o5, = = 0 %0c.
2] 2 ( 8l‘j 8% 11 92 ijz_l i 1]
On peut montrer que {5_185 “1 est borné dans L?(Q) et donc (quitte & extraire
une sous-suite) 5’185’5 — o7; dans L?(Q) faible.
On rappelle que les équations de mouvement s’écrivent :

2 ap
2::3% o) = fm—axj,z’=1,2, dans €.

En utilisant la correspondance entre les fonctions définies sur 2. et celles définies sur
2, on obtient dans (2 les égalitées suivantes:

0 ~D.,e ]- 0 AD N aﬁs
——0 - =fi— 1
0x71 T 2oy hi= e (16)
0 ~D.,e 1 0 AD € 1 8ﬁ5
-0y - =fo— - 17
8x021 € 5‘y = F e Ox (17)
En passant & la limite dans les équations ci-dessus, on obtient :
0 0p
A 1
Ay (o12) = f1 — 9z (18)
op
2r _ 19
o (19)
En comparant avec (14) on obtient
. Ju ou . Ou
O12 = M@ +9g Sgn(@) s1 Em 0 (20)

(& une fonction en z additive prés). On veut comparer cela avec un modéle unidimen-
sionnel connu des ingénieurs (cf. Liu et Mei [8]), ou si 7 est la contrainte, alors on
a:

ou Osilr|<g

not = (21)

— g sgn (gL si |7 > g.
8
Or, on remarque que pour une fonction additive identiquement nulle, si — # 0, alors

ou
la relation (20) indique que |o7,] > ¢. Donc, si |07, < g on a i 0 et on retrouve
Y

ainsi le modéle du [8]. Cette étude fait I'objet d’un travail en cours.
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