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Quelques problémes de controle propres aux systémes
distribués

ABDELHAQ EL JAI

REsuME. Le but de cet article est de présenter deux exemples de problémes de controle propres
aux systémes & paramétres répartis. Le premier concerne le probléme de la controélabilité ré-
gionale ou il s’agit d’exhiber un contréle permettant d’atteindre un objectif sur une région
donnée du domaine sur lequel est défini le systéme. Le deuxiéme exemple concerne la déter-
mination d’un contréle optimal permettant de réaliser, pour un systéme linéaire, un objectif
sur des sous-domaines croissants. On montre que cela se traduit par la faible étalabilité du
systéme. Le probléme est résolu en adaptant des outils de minimisation usuels des problémes
de controle linéaire quadratique.

Classification AMS 2000 des sugets. 49N10, 93B05, 93C20.
Mots clef et phrases. controle, systéme a paramétres distribués, contrélabilité.

Dans ce travail, on s’intéresse a quelques problémes de contrdles propres aux sys-
témes distribués qui sont caractérisés, plus précisément, par ’existence d’une variable
spatiale. Les problémes de controle dans les systémes distribués concernent tous les
problémes de controle usuels, mais plus spécifiquement des problémes de controle
faisant ressortir :

— La variable spatiale de facon globale ou locale,
— Les variables d’entrée sortie et leur existence spatiale,
— Des objectifs régionaux, pouvant étre a support fixe ou variable.

Nous allons développer, dans ce travail, deux situations dans lesquelles la variable
d’espace revét une importance incontournable.

1. Controlabilité régionale

Le probléme considéré ici n’est pas un probléme de controle optimal. Il entre dans
les aspects d’analyse des systémes ou il s’agit de savoir s’il existe un controle réalisant
un objectif spatial donné. Soit 2 un ouvert régulier borné de IR™ et considérons
I’équation d’état

Z(t) = Az(t) + Bu(t) ; te(0,7)
(1)
2(0) = 29 € D(A)
définie sur I'espace d’état Z = L?(Q) ou A génére un semi-groupe fortement continu
(S(t))iso sur Z. B € L(IRP,Z) et u € L*(0,T; IRP). La solution z(.,u) de (1) est donnée
par

z(tu) = S(t)zo0 + /0 S(t — s)Bu(s)ds (2)

Regu: le 11 décembre 2002.
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et z(.,u) € C[0,T; Z].
Soit w C 2 de mesure non nulle et z4 € L?(w).

— Le systéme (1) est dit exactement régionalement controlable (ou w-controlable)
s’il existe un controle u € L?(0,T; IRP) tel que

2(Tyw)|w = 24 (3)

— Le systéeme (1) est dit faiblement régionalement contrélable (ou w-contrélable) si,
pour € > 0 donné, il existe un controle u € L*(0,T; IRP) tel que

12(Tu)lw = 2all2(w) < € (4)

z|w est la restriction de z 4 w .

Dans le domaine €2, il y a plusieurs sous-domaines qui ont des réles spécifiques.
On a d’une part la région w et d’autre part les régions qui définissent les supports
des actions (un actionneur est défini par un couple (D,g) ou D désigne le support de
Pactionneur et g la répartition spatiale de laction sur D). D’ou la nécessité de lier
ces deux types de régions. Nous reprenons la définition suivante.

o Une suite d’actionneurs (D;,g;)1<i<m est dite w-stratégique si le systéme excité
est faiblement w— controlable.

Diverses caractérisations des actionneurs pour de nombreux systémes ont été éta-
blies. Notons que tout systéme régionalement contrélable n’est pas controlable. En
voici un contre-exemple. Considérons le systéme décrit par ’équation parabolique

%(w,t) — %(w,t) = X[a,pu(?) sur ]0,1[x]0,T[ .
y(z,0) =0 sur ]0,1] ()
y(0,t) =y(1,t) =0 sur 0,7

excité par un actionneur (D,g) avec D = [a,b] C (0,1) est le support de Paction et
g(z) = 1 est la répartition spatiale de action sur D. Alors on montre que
— lactionneur (D,g) n’est pas stratégique (i.e. le systéme n’est pas faiblement
controlable).
— Dactionneur (D,g) est w-stratégique si on considére la région w = [, 5] C [0,1],
telle que B = a + (b —a) (i.e. le systéme est faiblement w-controlable).
Pour démontrer cela, on utilise une démarche usuelle qui consiste & définir un
opérateur H : U — Z. Ensuite on considére y, : Z = L?(Q2) — L%*(w). La
faible w-controlabilité se traduit par Imy,H = Z. On montre alors que certains
états de Imx, H ne sont pas dans ImH (avec I'équivalence Imx, H = L?(w) <
KerH*x* = {0}).

Controéle assurant le transfert régional

Existe-t-il un controle & énergie minimum u, u € L?(0,T’; IRP), amenant le systéme
az(Tyu) € G={z € Z tel que z|, = z4}? La réponse a cette question est positive.
De plus, le cott de transfert régional sur w est inférieur au cotit de transfert global.
Pour montrer que le coiit de transfert est moindre sur w, considérons, pour les controles
u € L*(0,T; IRP), la fonction de cotit J(u) = fOT lu(t)||%,dt. Notons z(T,u) 'état du
systéme atteint & l'instant T sous l'action u et soit, pour zq donné dans L?(Q), les
ensembles
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Wa = {u € L*(0,T; IRP) réalisant z(T,u) = z4 sur Q}

et

W, = {u € L*(0,T; IRP) réalisant z(T,u) = z4 sur w}
On a alors, de fagon évidente, W C W,,, ce qui conduit & infyy,, J(u) < infyy, J(u),
d’ott le résultat.
Pour construire le controéle réalisant le transfert, on considére :
e [’ensemble
G'={z € Z* tel que z = 0 sur Q\ w}
e Pour ¢ € G, les systémes
(B0 {50~ v 500 "
p(T) = ¢°

et
T
12120 = / 1B (t)|2dt

o Mp® =P((T)) avec P = X' Xw-
On décompose l'opérateur affine M en considérant :

(B0 =an) {60 = A+ B0
¥0(0) = 2o $1(0) =0

= M° =P(o(T) +91(T))
e Enfin, on pose

A =P(y1(T)) (7)

et on montre que: i le systeme est faiblement w-controlable, ’équation (7) admet une
solution unique ©°. Le contréle assurant le transfert régional s’exprime par:

uP(t) = B (1)

De plus, ce contréle est & énergie minimum [43, 49]. Parmi les problémes d’ana-
lyse régionale (objectif & support fixe) de nombreux développements ont été achevés.
Citons tout particuliérement :

(1) La caractérisation des concepts régionaux, pour divers systémes, voir [1, 2, 3, 22,
24, 25, 26, 27, 30, 32, 33, 38).

(2) Les relations avec les structures d’entrée-sortie, voir [13, 15, 16, 17, 18, 19, 20,
21, 23).

(3) Certains aspects asymptotiques : détectabilité, Luenberger régional, voir [4, 5, 6,
7.

(4) La modélisation et ’analyse par automates cellulaires, voir [34, 35, 36, 37].
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Fig. 1 —. Objectif: étendre une propriété donnée a tout le domaine.

2. Etalabilité

La figure (1) ci-dessous montre le cas d’un systéme dans lequel une région (en clair)
satisfaisant une certaine propriété est en train de s’étendre (dans un sens a préciser).
On se pose alors le probléme général suivant. Pour un systéme donné, et une
propriété satisfaite sur une région initiale du domaine sur lequel est défini ce systéme,
est-il possible d’agir sur le systéme de telle sorte que cette propriété soit satisfaite, au
cours du temps, sur des domaines de plus en plus grands. Pour traiter ce probléme,
nous allons procéder en examinant les étapes suivantes.
1. Préciser 'idée : concept d’étalabilité
2. Est-il possible qu’un controle (qui sera dit étaleur) puisse réaliser un tel objectif?
3. Comment construire un tel controle?
Nous développérons ensuite un exemple illustratif.

Le probléme posé est, de fagon évidente, plus délicat qu'un simple probléme de
controlabilité (il y a plus de contraintes sur le systéme). Il est facile de voir que la
recherche d’un controle étaleur (au sens d’une définition qu’on va préciser) va soulever
de nombreuses difficultés liées, entre autre, & I’aspect dynamique de ce concept, a la
mesure des zones destinées a s’étaler et a la vitesse et la géométrie d’étalement, en
particulier.

2.1. Notion d’étalabilité. Soit (S) un systéme dynamique évoluant dans un do-
maine  C IR". Létat de (S) au point z € € a linstant ¢ est noté
z(z,t) = z(x,t,t0,20), t > to (to et zo désignent linstant et 1’état initial). Soit P
une certaine propriété (définie sur 'espace d’état Z, a préciser). Posons

we={z€Q | Pz(x,ttoz)} (1)
w; représente ’ensemble des points z de  ou état z(x,t) vérifie, & I'instant ¢, la
propriété P.
Définitions
e On dit que le systéme (S) est P-étalable (respectivement strictement étalable) &
partir de wy, pendant Uintervalle de temps I = [to,T] (T > to) sila famille (wi)ier
est croissante (respectivement strictement croissante).

wy Cw ;3 t<s
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e (S) est dit P-résorbable si la famille (wi)ier est décroissante.

e Dans le cas ou Pz(x,t) <= z(x,t) = 0(x), avec 0 est une fonction donnée, on
dit que (S) est 6-étalable (nul-étalable si 6 = 0).

A titre d’exemple de systéme étalable, considérons le systéme régi par ’équation
aux dérivées partielles de premier ordre suivante

0z 0z

~Z L2 = : t<T

ot + 9z 0 z>0; 0<t<
A00) = 0 0<t<T (2)
z2(,0) = 2z x>0

La solution du systéme(2) est donnée par

_ zolx —t) st x>t
2wt) = {0 sioz<t (3)
Soit alors wy = {x >0 | z(x,t) =0} (0<t<T),ona:
zox—1t)=0 si x>t
z2(xt) =0 <= ou
0<zr<t

Par suite wy = [0,t] U {(t 4+ wo)N]t,00[)} ont (t + wp) désigne ensemble des éléments
(t + x) tels que = € wy. Comme wy C [0,00[, nous en déduisons wy = [0,t] U (t + wp).
Par conséquent, si wy = [0,£] , £ > 0, on obtient

Wt = [O,t + E]
qui sont des sous-domaines croissants, ce qui donne la nulle-étalabilité du systéme(2).

Caractérisations immédiates

Nous pouvons déduire, & partir des simples définitions précédentes, les résultats
quasi-immeédiats suivants (voir [39, 40]).

o Un systéme (S) est nul-étalable si et seulement si il existe une fonction n
Q x A — IR telle que

z(x,8) = n(wz,s,t)z(x,t) (4)

ot A = {(st) € I x I :¢t < s}
o Un systéeme (S) est nul-étalable si et seulement si il existe une fonction &
Q xI — R telle que

d(¢z) 2
— t =z =0 sur Q x I

ot )
&) z2(xT) =0 sur Q

La preuve de ces résultats est immédiate, voir [39, 40]. Ces résultats précisent la
nature de ce que sont les systémes étalables.



142 A. EL JAI

2.2. Existe-t-il des controdles réalisant I’étalabilité d’un systéme? Reprenons
le systéme précédent (2) qu'on suppose excité par un contrdle ponctuel localisé en un
point b interne, le systéme s’écrit alors

0z 0z

54-% = o@)d(z—-b) x>0; 0<t<T
2(0,t) = 0 0<t<T (6)
z(2,0) = 20(2) >0

Sans s’attarder sur le sens mathématique & donner a 1’équation, fomellement la
solution de ce systéme est donnée, si on suppose que b > T', par

zo(x—t)+vb+t—x) si ze[bb+i
2(x,t) = 20(z —t) si € [t,b[U]b+ t,00] (7)
0 sixe 0]

Pour v € L?(0,T) et 0 <t < T posons
wy ={z >0 | z(x,t) = z(z,t,w) = 0}

et considérons le cas ou la zone initiale est donnée par wy = {b}. Quand le systéme
(6) est autonome (v = 0), nous avons wy = [0,{] U {b+1t} et ainsi, le systéme (6) n’est
pas nul-étalable. Maintenant, appliquons au systéme (6) le controle suivant

v(t) = —2(b—1t) ; 0<t<T (8)

Dans ce cas nous avons z(z,t) = 0 sur [b,b + t]. Cependant, comme wy = {b}, nous
avons zo(x —t) # 0 sur [¢,b[U]b + t,00[ et donc, wy = [0,t[U[bb+t] , (0 <t < T)
définissant des domaines croissants de €. Par conséquent, le systéme (6) est nul-
étalable lorsqu’il est excité par un controle convenable. Cet exemple montre clairement
qu’il est possible de rendre étalable un systéme par le choix d’un contrdle convenable.

2.2.1. Un concept mieur adapté: la faible étalabilité. 11 est connu que la plupart
des systémes distribués ne sont pas exactement controlables. Il est évident que le
concept d’étalabilité est encore plus difficile a réaliser. Nous allons relaxer la notion
d’étalabilité en considérant un concept plus faibe, la faible étalabilité. Différentes
approches sont possibles. La plus naturelle est développée dans ce qui suit.

Définition 2.1.

e Soite >0 et p € Z un profile désiré. Un systéme est dit faiblement étalable avec la
tolérante €, & partir de wy, s’il existe une famille de sous-domaines (@), (&) C P(£2)
(ot P(Q)) désigne l’ensemble des parties de ), tels que

(a) wo D wo,

(b) oy Cos ; Vistelsque0<t<s<T,

(C) (:JT = Q,

(d) [IXa, [2(8) = p()] B2y < mes(@) Wt 0 <t <T.

ot mes(@) est la mesure de & (i.e. la surface de &y).

o Le systéme est dit faiblement nul-étalable s’il est faiblement étalable avec le profil
p=0.

e Toute famille de sous-domaines satisfaisant les conditions (a) et (b) s’appelle un
étalement.
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Notons que

1. Si le systéme est étalable, il est faiblement étalable avec la tolérance € = 0.

2. Si le systéme est faiblement étalable, la famille (&;) n’est pas unique et dépend
du choix du paramétre de tolérance ¢.

Pour la suite, on introduit et on désigne par:

e S 'ensemble des étalements définis par

S={o=(ot)ter CTP(Q) | (or) / et o9 Dwy} (9)

e S’ I'ensemble des étalements de S satisfaisant la condition (c), soit

§={ceS | or=0} (10)

dN\s /

Un étalement de S. Un étalement de S'.

Notons qu'un étalement o = (0¢)ter est dans S’ si et seulement si

op={xeQ | 7(x) <t} ; tel (11)

ouT €T avec

T={rcl?’Q)|0<7<T et 7/wy=0} (12)

Cela se montre aisément. En effet, pour o dans &', soit
T(x)=inf{sel|x € os} (x € Q)
Il est facile de voir que, pour tout ¢ € I,
x€op=T1(x) <t

et la réciproque est vraie puisque la famille o est supposée non décroissante. Finale-
ment nous avons

or={xeQ | 7(z) <t} (tel)

et ainsi nous avons (11).
Réciproquement, pour s > t, nous avous, avec (11),

{zeQ | 7(@)<tl=0, C{x e | 7(x) <s}=o;

et avec (12), 09 D wo et o = Q. Finalement o = (0;) € §’.
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2.2.2. Caractérisation de la faible étalabilité. Nous avons alors le résultat de carac-
térisation dont la démonstration découle de ce qui précéde.

Lemme 2.1.
Un systeme est faiblement étalable s’il existe un étalement satisfaisant (11) et (12)
ainsi que la condition (d) de la définition (2.1).

2.3. Probléme de controéle linéaire quadratique étaleur - LQS. Il s’agit main-
tenant de déterminer un contrdle "convenable" qui rende un systéme linéaire étalable.
On considére le systéme donné par I’équation d’état

2(t) = Az(t)+ Bo(t) 0<t<T
(13)
z(0) = zo € D(A)

qui est supposé évoluer dans un domaine ouvert borné . On note wg = {z € Q |
zZ0 — 0}

Le probleme LQS de base consiste a déterminer un contrdle optimal qui rende
le systéme (13) faiblement nul-étalable. Comme ’étalement & suivre est également
inconnu, cela revient a déterminer le couple (v,0), v € V et 0 € S qui minimise une
certaine fonctionnelle quadratique Jo. V C L?(to,T’; IRP) est un ensemble de controles
admissibles. Nous allons supposer que Jy dépend de v et de ’étalement o le long
duquel le systéme s’étalera s’écrit sous la forme suivante

T T
Jo(v,0) = /0 / 22 (x,tw) dadt + a/o | v |2 dt + BF(0) (14)

ol v et 3 sont positifs. Le critére (14) consiste en une combinaison de 3 termes:
e Les deux premiers termes conduiront & un couple optimal (v,0) qui améne ’état z
a étre aussi prés de 0 que possible le long des sous-domaines (o), tout en réduisant
le cotit de transfert.
e Le troisiéme terme, SF (o), fait apparaitre une fonctionnelle F' : S — IR qui sera
choisie de telle sorte que le systéme s’étale le plus "vastement" possible. Pour cela,
on choisira F telle que: plus elle décroit, plus I'étalement est grand.

En résumé le probléme LQS peut étre formulé par:

min Jo(v,0)
(v,o) eV XS (15)

Sous la contrainte fonctionnelle (13)

La solution de ce probléme, quand elle existe, sera un couple (v°P*,g°P!) : le controle

étaleur v°P! rend le systéme (13) faiblement nul-étalable le long de 1’étalement optimal
ooPt,

Définition: Le contréle v°Pt
associé au systéme (13).

Il faut noter que:
1. La fonctionnelle F' n’a pas une forme explicite.
2. L’ensemble S n’a pas une structure topologique permettant I'utilisation des résul-
tats classiques de Poptimisation (on verra comment lever ces difficultés).
3. Dans le cas de la #-étalabilité, il suffira de remplacer z dans (14) par (z — ) comme
pour un probléme de tracking classique, le critére s’écrira alors

solution de (15), s’il existe, sera dit contréle étaleur
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T T
To(v,0) = /0 / (2t ) — 0(2)] dadt + a / \v[2dt+BF(0)  (16)

0
Nous allons d’abord choisir la fonctionnelle F'. Notons que si F' satisfait

mes(of) < kF(0) (ce8;tel) (17)

alors la minimisation de F'(o) peut conduire a ce que mes(o§) soit plus faible et par

conséquent o; sera plus important (¢ désigne le complémentaire de o; par rapport a
Dans ce cas, on peut modifier le critére considéré en choisissant naturellement

F(o)=F(r) = / 72(z)dx (18)

Q
ou o et 7 sont donnés par (11) et (12). Ce choix satisfait la condition (17) puisque
pour T €T et 0 = ({x € Q | 7(x) <t})ier dans S’ nous avons

mes(oy) =mes({z € Q | 7(z) >t}) < %A#(m)dm 0<t<T)

On note J(v,7) = J(v,0) et on applique Fubini & (14) pour obtenir un critére Jy
sous la forme

J(07) :/Q(/TT zQ(x,t,v)dt)dx+a/T v |? dt—i—ﬁ/ﬂrQ(x)dx (19)

(z) 0
Le probléme LQS peut alors étre reformulé sous la forme

min J(v,T)
(v,T) eV T

(LQS) (20)

Sous la contrainte fonctionnelle (13)

De plus, 'ensemble V x 7 est fermé, convexe et borné dans L?(I,IRP) x L*(Q).

Remarque 2.1.
La fonctionnelle J n’est pas quadratique par rapport au couple (v,7) mais elle est
coercive dans l'espace produit V X T, puisque

J(v,7) > min(a,B) || (v,7) || ((v,r) eV XT)

Cela permet alors de caractériser la solution de (20).

2.3.1. Solution du probleme LQS - Systéme d’optimalité. Nous allons nous intéresser
a D'existence d’une solution du probléme LQS. Nous examinerons ensuite sa caractéri-
sation ainsi que les aspects algorithmiques. Concernant une solution (v,7) du probléme
LQS (20), nous avons les résultats suivants.

L’ensemble des contraintes étant convexe, toute solution (v,7) du probléme (20)
satisfait :

J(0,7)(u— v —7) >0 (w€) €V x T) (21)
ou la fonctionnelle objectif J est supposée suffisamment réguliére (différentiable

sur V x 7).
En considérant les dérivées partielles, (21) donne
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oJ
%.(U—U)ZO (we)
0 (22)
Soe-m)20 (eT)
La premiére inégalité est équivalente a
oJ
(o) =0 (23)

Soit P(t,£),t € 1,£ € T, défini de la fagon suivante: pour £ € 7 donné, l'opérateur
Q = P(.,£) est solution de I’équation de type Riccati

%@@Mﬂﬂ+@amm@yuQ@mA@>
= QBB QW) — [ iz de (24)
« €<t

Q(T) =0

ou z1 et zg € D(A). Alors on a le résultat suivant.

Lemme 2.2.
Supposons que, pour 7 € T, l’équation (24) a une solution unique P(.,7) alors l’équa-
tion (23) est équivalente a

v+é3vmﬁp@@=o (25)

Pour la preuve, on peut se ramener & un cadre linéaire quadratique usuel. 11 suffit
de noter que

T T

Jr(v) = / (/ 22(x,tv)dt)dr + a/ | v |? dt (vevy)
Q Jr(z) 0

peut étre mis sous la forme

T T
J-(v) = / (R(t)z(t,v),2(t,w))dt + a/ | v |* dt (vey)
0 0
ot R(.) désigne 'opérateur défini par:
olx) if 7(x) <t
(R()9)(x) =
0 it 7(x) >t
pour tout ¢ € L?(Q) et z € Q. Finalement en notant que
oJ ,
5y = () (veV) (26)

et que (25) est exactement I’équation J.(v) = 0 associée au probléme du régula-
teur

mig J-(v)
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On obtient le résultat avec (26).

La fonctionnelle cott J = J(u,£) est différentiable par rapport a £ € 7 pour tout
u €V tel que z(u) soit assez régulier et nous avons le résultat suivant (voir [39]).

aJ

Théoréme 2.1.

Soit (vPt 7Pt une solution du probleme LQS (20), alors le couple (v°P,7°Pt) satisfait
le systeme non-linéaire d’équations

voPt = fé B*P(.,7°P!(.)) 2(.,7°P*(.) wP") (28)
22(. 7oPt( ) port
7_opt =prr { ( ’ 2; ), ) } (29)

ot P(.,7) = Q est donnée par (24) et prr désigne lopérateur de projection sur l’en-
semble convexe fermé T .

Le controle étaleur v°P* donné par (28) rend le systéme (13) faiblement nul-
étalable le long des sous-domaines

wfpt ={reQ | °P(z) <t}

ol 7°P* est donné par (29).

2.4. Exemple. On se donne wg = {x € @ | 2y = 0}. Le probléme consiste a
déterminer le couple (v,7) solution de

min J(v,7)

veVreT
ou la fonction de cott J est donnée par

T T
J(v, ) = / (/ 22(x,tv)dt)dr + a/ | v | dt + ﬁ/ 72(z)dx
Q Jr(z) 0 Q

La solution est donnée par le systéme d’optimalité (28) - (29). L’opérateur de
projection pro, ou 7 est donné par

T={(cl’]0<E<T et &fwo=0}
s’exprime par

prr(f) =¢ (30)
avec
0 si z€wy ou f(xr)<O0
fa)={ fl) si xewt et 0<fla)<T (31)
T si zews et f(xr)>T

Pour la preuve, notons que &, donné par (31), est dans ensemble 7. Il suffit
alors de décomposer €2 en considérant
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Q=(wU{f <0 U(wn{0<f<THU(wgN{f>T})
Ainsi avec (31) on obtient pour tout ¢ € 7 la relation

<f&<@xﬁwu<m

ﬂM+/‘ (f ~ T)(C — T)da
wWEN{F>T}

Il s’en suit

(f=&¢=¢ < CeT)

ce qui implique alors que & = prr(f).

Appliquons cela au cas monodimensionnel avec 2 =|0,1[ et T' =5 et le systéme
2

(13) o V'opérateur A est donné par A = — 5 - Nous voulons réaliser la faible nulle-

étalabilité de ce systéme. L’état initial est donné sur le sous-domaine wqy avec

20 = { 0 wo
K (constante #0) w§

On compléte le systéme par des conditions de Neumann homogeénes. Le controle
est supposé étre appliqué sur le sous-domaine wq. Le critére J est considéré avec
a =1 et § = 5. On considére les cas ol le sous-domaine initial est centré, avec
wo = [0.35 , 0.65], et le cas ou il ne lest pas, wg = [0.1 , 0.4]. On peut aussi
considérer d’autres cas comme celui ol wy n’est pas connexe.

Les figures qui suivent montrent I’étalement o°P! et les sous-domaines associés
(WP = ({= €]0,1[ | 7°P(z) < t}). La faible nulle-étalabilité est réalisée (sur
tout ) au prix d'un cott égal a || v°P! ||?= 0.162 , dans le cas centré et a
|| voPt ||2= 0.521 , dans le cas non centré.
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3. Conclusion et directions de recherche

Dans ce travail, on a montré 'importance que peut revétir la variable spatiale

dans certains problémes de controle des systémes distribués. Les problémes consi-
dérés n’ont de sens que dans le cas ol une variable d’espace est présente dans le
systéme. Les deux exemples traités montrent clairement que la variable d’espace
peut avoir un sens régional et non pas dans sa globalité. De nombreux travaux ont
été explorés en analyse régionale pour différentes classes de systémes. Pour 'éta-
labilité, plusieurs aspects ont été étudiés recemment; principalement ’approche de
Pétalabilité au sens des aires, voir [39, 41, 46, 12, 28, 29, 31, 9, 10, 44, 45| ainsi que
les références qui y sont citées.

Fic. 2 —. Etalabilité au sens de I'inclusion et étalabilité au sens des aires

Parmi les nombreuses directions de recherche, citons certains problémes faisant

I’objet de travaux en cours.

(1) Les aspects régionaux, pour des systémes plus généraux.

(2) La vitesse d’étalabilité et 1’étalabilité en temps minimal.

(3) Le probléme de étalabilité curviligne. Pour cela, soit un espace d’état Z et un

—~ o~

S O

systéme défini par un semi-groupe d’opérateurs (S(t)) sur Z. wp un domaine
initial C Q.

we={x€Q, | Pz(z,t)}
Définition : Il y a étalabilité au sens curviligne si

H(0ws) < p(Owy) ;s <t
ou encore

1(S(s)0wo) < p(S(t)dwo) Vs <t

Existe-t-il des relations avec 1’évolution des interfaces, développées dans [45]7
L’étalabilité globale.
Les relations entre ’étalabilité et la vulnérabilité.
La dualité attracteurs - étaleurs. On peut la formuler sous la forme:

Soit un espace d’état Z et un systéme défini par un semi-groupe d’opérateurs
(S(t)) sur Z. Z; et Zy deux parties de Z.
Définition (rappel): Z1 est un attracteur de Zs si

thm d(S(t)Z2721> =0 ; V2o €2y
—00
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Définition (conjecture): Zy est un "étaleur" sur Zs si
tlir% d(S(t)ZQ,Zl) =0; Vz€ Zy

qui se traduit par le fait que, nécessairement, les images des éléments de Z,
résultent ou proviennent de Z;. Peut-on utiliser les résultats sur les attracteurs
moyennant un changement de variable adéquat?

(7) L’utilisation de I’analyse régionale pour corriger des conditions (aux limites) non
réguliéres.

(8) L’approche des divers problémes de controle par automates cellulaires, qui est
actuellement en cours. etc.
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