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Résumé. Le but de cet article est de présenter deux exemples de problèmes de contrôle propres

aux systèmes à paramètres répartis. Le premier concerne le problème de la contrôlabilité ré-
gionale où il s’agit d’exhiber un contrôle permettant d’atteindre un objectif sur une région

donnée du domaine sur lequel est défini le système. Le deuxième exemple concerne la déter-

mination d’un contrôle optimal permettant de réaliser, pour un système linéaire, un objectif
sur des sous-domaines croissants. On montre que cela se traduit par la faible étalabilité du

système. Le problème est résolu en adaptant des outils de minimisation usuels des problèmes

de contrôle linéaire quadratique.

Classification AMS 2000 des sujets. 49N10, 93B05, 93C20.

Mots clef et phrases. contrôle, système à paramètres distribués, contrôlabilité.

Dans ce travail, on s’intéresse à quelques problèmes de contrôles propres aux sys-
tèmes distribués qui sont caractérisés, plus précisément, par l’existence d’une variable
spatiale. Les problèmes de contrôle dans les systèmes distribués concernent tous les
problèmes de contrôle usuels, mais plus spécifiquement des problèmes de contrôle
faisant ressortir :

– La variable spatiale de façon globale ou locale,
– Les variables d’entrée sortie et leur existence spatiale,
– Des objectifs régionaux, pouvant être à support fixe ou variable.

Nous allons développer, dans ce travail, deux situations dans lesquelles la variable
d’espace revêt une importance incontournable.

1. Contrôlabilité régionale

Le problème considéré ici n’est pas un problème de contrôle optimal. Il entre dans
les aspects d’analyse des systèmes où il s’agit de savoir s’il existe un contrôle réalisant
un objectif spatial donné. Soit Ω un ouvert régulier borné de IRn et considérons
l’équation d’état







ż(t) = Az(t) +Bu(t) ; t ∈ (0,T )

z(0) = z0 ∈ D(A)
(1)

définie sur l’espace d’état Z = L2(Ω) où A génère un semi-groupe fortement continu
(S(t))t≥0 sur Z. B ∈ L(IRp,Z) et u ∈ L2(0,T ; IRp). La solution z(.,u) de (1) est donnée
par

z(t,u) = S(t)z0 +

∫ t

0

S(t− s)Bu(s)ds (2)

Reçu: le 11 décembre 2002.
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et z(.,u) ∈ C[0,T ;Z].
Soit ω ⊂ Ω de mesure non nulle et zd ∈ L2(ω).

– Le système (1) est dit exactement régionalement contrôlable (ou ω-contrôlable)
s’il existe un contrôle u ∈ L2(0,T ; IRp) tel que

z(T,u)|ω = zd. (3)

– Le système (1) est dit faiblement régionalement contrôlable (ou ω-contrôlable) si,
pour ε > 0 donné, il existe un contrôle u ∈ L2(0,T ; IRp) tel que

‖z(T,u)|ω − zd‖L2(ω) ≤ ε (4)

z|ω est la restriction de z à ω .

Dans le domaine Ω, il y a plusieurs sous-domaines qui ont des rôles spécifiques.
On a d’une part la région ω et d’autre part les régions qui définissent les supports
des actions (un actionneur est défini par un couple (D,g) où D désigne le support de
l’actionneur et g la répartition spatiale de l’action sur D). D’où la nécessité de lier
ces deux types de régions. Nous reprenons la définition suivante.

• Une suite d’actionneurs (Di,gi)1≤i≤m est dite ω-stratégique si le système excité
est faiblement ω−contrôlable.

Diverses caractérisations des actionneurs pour de nombreux systèmes ont été éta-
blies. Notons que tout système régionalement contrôlable n’est pas contrôlable. En
voici un contre-exemple. Considérons le système décrit par l’équation parabolique











∂y

∂t
(x,t) −

∂2y

∂x2
(x,t) = χ[a,b]u(t) sur ]0,1[×]0,T [

y(x,0) = 0 sur ]0,1[
y(0,t) = y(1,t) = 0 sur ]0,T [

(5)

excité par un actionneur (D,g) avec D = [a,b] ⊂ (0,1) est le support de l’action et
g(x) = 1 est la répartition spatiale de l’action sur D. Alors on montre que

– l’actionneur (D,g) n’est pas stratégique (i.e. le système n’est pas faiblement
contrôlable).

– l’actionneur (D,g) est ω-stratégique si on considère la région ω = [α,β] ⊂ [0,1],
telle que β = α+ (b− a) (i.e. le système est faiblement ω-contrôlable).
Pour démontrer cela, on utilise une démarche usuelle qui consiste à définir un
opérateur H : U → Z. Ensuite on considère χω : Z = L2(Ω) → L2(ω). La
faible ω-contrôlabilité se traduit par ImχωH = Z. On montre alors que certains
états de ImχωH ne sont pas dans ImH (avec l’équivalence ImχωH = L2(ω) ⇔
KerH∗χ∗

ω = {0}).

Contrôle assurant le transfert régional

Existe-t-il un contrôle à énergie minimum u, u ∈ L2(0,T ; IRp), amenant le système
à z(T,u) ∈ G = {z ∈ Z tel que z|ω = zd}? La réponse à cette question est positive.
De plus, le coût de transfert régional sur ω est inférieur au coût de transfert global.
Pour montrer que le coût de transfert est moindre sur ω, considérons, pour les contrôles
u ∈ L2(0,T ; IRp), la fonction de coût J(u) =

∫ T

0
‖u(t)‖2

IRpdt. Notons z(T,u) l’état du
système atteint à l’instant T sous l’action u et soit, pour zd donné dans L2(Ω), les
ensembles
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WΩ = {u ∈ L2(0,T ; IRp) réalisant z(T,u) = zd sur Ω}

et

Wω = {u ∈ L2(0,T ; IRp) réalisant z(T,u) = zd sur ω}

On a alors, de façon évidente, WΩ ⊂ Wω, ce qui conduit à infWω
J(u) ≤ infWΩ

J(u),
d’où le résultat.

Pour construire le contrôle réalisant le transfert, on considère :
• L’ensemble

G0 = {z ∈ Z∗ tel que z = 0 sur Ω \ ω}

• Pour ϕ0 ∈ G0, les systèmes

{

ϕ̇(t) = −A∗ϕ(t)
ϕ(T ) = ϕ0 et

{

ψ̇(t) = Aψ(t) +BB∗ϕ(t)
ψ(0) = z0

(6)

et

‖ϕ0‖2
G0 =

∫ T

0

‖B∗ϕ(t)‖2dt

• Mϕ0 = P(ψ(T )) avec P = χ∗
ωχω.

On décompose l’opérateur affine M en considérant :

{

ψ̇0(t) = Aψ0(t)
ψ0(0) = z0

et

{

ψ̇1(t) = Aψ1(t) +BB∗ϕ(t)
ψ1(0) = 0

⇒ Mϕ0 = P(ψ0(T ) + ψ1(T ))
• Enfin, on pose

Λϕ0 = P(ψ1(T )) (7)

et on montre que : Si le système est faiblement ω-contrôlable, l’équation (7) admet une
solution unique ϕ0. Le contrôle assurant le transfert régional s’exprime par :

uopt(t) = B∗ϕ0(t)

De plus, ce contrôle est à énergie minimum [43, 49]. Parmi les problèmes d’ana-
lyse régionale (objectif à support fixe) de nombreux développements ont été achevés.
Citons tout particulièrement :

(1) La caractérisation des concepts régionaux, pour divers systèmes, voir [1, 2, 3, 22,
24, 25, 26, 27, 30, 32, 33, 38].

(2) Les relations avec les structures d’entrée-sortie, voir [13, 15, 16, 17, 18, 19, 20,
21, 23].

(3) Certains aspects asymptotiques : détectabilité, Luenberger régional, voir [4, 5, 6,
7].

(4) La modélisation et l’analyse par automates cellulaires, voir [34, 35, 36, 37].
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Fig. 1 –. Objectif : étendre une propriété donnée à tout le domaine.

2. Etalabilité

La figure (1) ci-dessous montre le cas d’un système dans lequel une région (en clair)
satisfaisant une certaine propriété est en train de s’étendre (dans un sens à préciser).

On se pose alors le problème général suivant. Pour un système donné, et une
propriété satisfaite sur une région initiale du domaine sur lequel est défini ce système,
est-il possible d’agir sur le système de telle sorte que cette propriété soit satisfaite, au
cours du temps, sur des domaines de plus en plus grands. Pour traiter ce problème,
nous allons procéder en examinant les étapes suivantes.
1. Préciser l’idée : concept d’étalabilité
2. Est-il possible qu’un contrôle (qui sera dit étaleur) puisse réaliser un tel objectif?
3. Comment construire un tel contrôle?
Nous développérons ensuite un exemple illustratif.

Le problème posé est, de façon évidente, plus délicat qu’un simple problème de
contrôlabilité (il y a plus de contraintes sur le système). Il est facile de voir que la
recherche d’un contrôle étaleur (au sens d’une définition qu’on va préciser) va soulever
de nombreuses difficultés liées, entre autre, à l’aspect dynamique de ce concept, à la
mesure des zones destinées à s’étaler et à la vitesse et la géométrie d’étalement, en
particulier.

2.1. Notion d’étalabilité. Soit (S) un système dynamique évoluant dans un do-
maine Ω ⊂ IRn. L’état de (S) au point x ∈ Ω à l’instant t est noté
z(x,t) = z(x,t,t0,z0), t ≥ t0 (t0 et z0 désignent l’instant et l’état initial). Soit P
une certaine propriété (définie sur l’espace d’état Z, à préciser). Posons

ωt = {x ∈ Ω | Pz(x,t,t0,z0)} (1)

ωt représente l’ensemble des points x de Ω où l’état z(x,t) vérifie, à l’instant t, la
propriété P.

Définitions

• On dit que le système (S) est P-étalable (respectivement strictement étalable) à
partir de ωt0 pendant l’intervalle de temps I = [t0,T ] (T > t0) si la famille (ωt)t∈I

est croissante (respectivement strictement croissante).

ωt ⊂ ωt ; t ≤ s
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• (S) est dit P-résorbable si la famille (ωt)t∈I est décroissante.

• Dans le cas où Pz(x,t) ⇐⇒ z(x,t) = θ(x), avec θ est une fonction donnée, on
dit que (S) est θ-étalable (nul-étalable si θ = 0).

A titre d’exemple de système étalable, considérons le système régi par l’équation
aux dérivées partielles de premier ordre suivante



























∂z

∂t
+
∂z

∂x
= 0 x > 0 ; 0 < t < T

z(0,t) = 0 0 < t < T

z(.,0) = z0 x > 0

(2)

La solution du système(2) est donnée par

z(x,t) =

{

z0(x− t) si x ≥ t
0 si x < t

(3)

Soit alors ωt = {x > 0 | z(x,t) = 0} (0 ≤ t ≤ T ), on a :

z(x,t) = 0 ⇐⇒







z0(x− t) = 0 si x ≥ t
ou

0 ≤ x < t

Par suite ωt = [0,t] ∪ {(t + ω0)∩]t,∞[)} où (t + ω0) désigne l’ensemble des éléments
(t + x) tels que x ∈ ω0. Comme ω0 ⊂ [0,∞[, nous en déduisons ωt = [0,t] ∪ (t + ω0).
Par conséquent, si ω0 = [0,`] , ` > 0, on obtient

ωt = [0,t+ `]

qui sont des sous-domaines croissants, ce qui donne la nulle-étalabilité du système(2).

Caractérisations immédiates

Nous pouvons déduire, à partir des simples définitions précédentes, les résultats
quasi-immédiats suivants (voir [39, 40]).

• Un système (S) est nul-étalable si et seulement si il existe une fonction η :
Ω × ∆ → IR telle que

z(x,s) = η(x,s,t)z(x,t) (4)

où ∆ = {(s,t) ∈ I × I : t ≤ s}.
• Un système (S) est nul-étalable si et seulement si il existe une fonction ξ :

Ω × I → IR telle que











∂(ξz)

∂t
+ z2 = 0 sur Ω × I

ξ(x,T ) z(x,T ) = 0 sur Ω

(5)

La preuve de ces résultats est immédiate, voir [39, 40]. Ces résultats précisent la
nature de ce que sont les systèmes étalables.
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2.2. Existe-t-il des contrôles réalisant l’étalabilité d’un système? Reprenons
le système précédent (2) qu’on suppose excité par un contrôle ponctuel localisé en un
point b interne, le système s’écrit alors



























∂z

∂t
+
∂z

∂x
= v(t)δ(x− b) x > 0 ; 0 < t < T

z(0,t) = 0 0 < t < T

z(x,0) = z0(x) x > 0

(6)

Sans s’attarder sur le sens mathématique à donner à l’équation, fomellement la
solution de ce système est donnée, si on suppose que b > T , par

z(x,t) =







z0(x− t) + v(b+ t− x) si x ∈ [b,b+ t]
z0(x− t) si x ∈ [t,b[∪]b+ t,∞[
0 si x ∈ [0,t[

(7)

Pour v ∈ L2(0,T ) et 0 ≤ t ≤ T posons

ωv
t = {x > 0 | z(x,t) = z(x,t,v) = 0}

et considérons le cas ou la zone initiale est donnée par ω0 = {b}. Quand le système
(6) est autonome (v = 0), nous avons ω0

t = [0,t]∪{b+ t} et ainsi, le système (6) n’est
pas nul-étalable. Maintenant, appliquons au système (6) le contrôle suivant

v(t) = −z0(b− t) ; 0 ≤ t ≤ T (8)

Dans ce cas nous avons z(x,t) = 0 sur [b,b+ t]. Cependant, comme ω0 = {b}, nous
avons z0(x − t) 6= 0 sur [t,b[∪]b + t,∞[ et donc, ωv

t = [0,t[∪[b,b + t] , (0 ≤ t ≤ T )
définissant des domaines croissants de Ω. Par conséquent, le système (6) est nul-
étalable lorsqu’il est excité par un contrôle convenable. Cet exemple montre clairement
qu’il est possible de rendre étalable un système par le choix d’un contrôle convenable.

2.2.1. Un concept mieux adapté : la faible étalabilité. Il est connu que la plupart
des systèmes distribués ne sont pas exactement contrôlables. Il est évident que le
concept d’étalabilité est encore plus difficile à réaliser. Nous allons relaxer la notion
d’étalabilité en considérant un concept plus faibe, la faible étalabilité. Différentes
approches sont possibles. La plus naturelle est développée dans ce qui suit.

Définition 2.1.

• Soit ε > 0 et p ∈ Z un profile désiré. Un système est dit faiblement étalable avec la
tolérante ε, à partir de ω0, s’il existe une famille de sous-domaines (ω̃t), (ω̃t) ⊂ P (Ω)
(où P (Ω) désigne l’ensemble des parties de Ω), tels que
(a) ω̃0 ⊃ ω0,
(b) ω̃t ⊂ ω̃s ; ∀t,s tels que 0 ≤ t ≤ s ≤ T ,
(c) ω̃T = Ω,
(d) ||χω̃t

[z(.,t) − p(.)] ||2
L2(Ω) ≤ ε mes(ω̃t) ∀t, 0 < t ≤ T .

où mes(ω̃t) est la mesure de ω̃t (i.e. la surface de ω̃t).
• Le système est dit faiblement nul-étalable s’il est faiblement étalable avec le profil

p = 0.
• Toute famille de sous-domaines satisfaisant les conditions (a) et (b) s’appelle un

étalement.
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Notons que
1. Si le système est étalable, il est faiblement étalable avec la tolérance ε = 0.
2. Si le système est faiblement étalable, la famille (ω̃t) n’est pas unique et dépend

du choix du paramètre de tolérance ε.
Pour la suite, on introduit et on désigne par :
• S l’ensemble des étalements définis par

S = {σ = (σt)t∈I ⊂ P (Ω) | (σt) ↗ et σ0 ⊃ ω0} (9)

• S ′ l’ensemble des étalements de S satisfaisant la condition (c), soit

S ′ = {σ ∈ S | σT = Ω} (10)

ω
o

T

σ
ss

t
σ

t

σ

ω
o

T

σ
ss

t

σ

σ
t

�

Un étalement de S. Un étalement de S ′.

Notons qu’un étalement σ = (σt)t∈I est dans S ′ si et seulement si

σt = {x ∈ Ω | τ(x) ≤ t} ; t ∈ I (11)

où τ ∈ T avec

T = {τ ∈ L2(Ω) | 0 ≤ τ ≤ T et τ/ω0 = 0} (12)

Cela se montre aisément. En effet, pour σ dans S ′, soit

τ(x) = inf{s ∈ I | x ∈ σs} (x ∈ Ω)

Il est facile de voir que, pour tout t ∈ I,

x ∈ σt =⇒ τ(x) ≤ t

et la réciproque est vraie puisque la famille σ est supposée non décroissante. Finale-
ment nous avons

σt = {x ∈ Ω | τ(x) ≤ t} (t ∈ I)

et ainsi nous avons (11).
Réciproquement, pour s ≥ t, nous avons, avec (11),

{x ∈ Ω | τ(x) ≤ t} = σt ⊂ {x ∈ Ω | τ(x) ≤ s} = σs

et avec (12), σ0 ⊃ ω0 et σT = Ω. Finalement σ = (σt) ∈ S ′.
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2.2.2. Caractérisation de la faible étalabilité. Nous avons alors le résultat de carac-
térisation dont la démonstration découle de ce qui précède.

Lemme 2.1.

Un système est faiblement étalable s’il existe un étalement satisfaisant (11) et (12)
ainsi que la condition (d) de la définition (2.1).

2.3. Problème de contrôle linéaire quadratique étaleur - LQS. Il s’agit main-
tenant de déterminer un contrôle "convenable" qui rende un système linéaire étalable.
On considère le système donné par l’équation d’état







ż(t) = Az(t) +Bv(t) 0 < t < T

z(0) = z0 ∈ D(A)
(13)

qui est supposé évoluer dans un domaine ouvert borné Ω. On note ω0 = {x ∈ Ω |
z0 = 0}.

Le problème LQS de base consiste à déterminer un contrôle optimal qui rende
le système (13) faiblement nul-étalable. Comme l’étalement à suivre est également
inconnu, cela revient à déterminer le couple (v,σ), v ∈ V et σ ∈ S qui minimise une
certaine fonctionnelle quadratique J0. V ⊂ L2(t0,T ; IRp) est un ensemble de contrôles
admissibles. Nous allons supposer que J0 dépend de v et de l’étalement σ le long
duquel le système s’étalera s’écrit sous la forme suivante

J0(v,σ) =

∫ T

0

∫

σt

z2(x,t,v) dxdt+ α

∫ T

0

| v |2 dt+ βF (σ) (14)

où α et β sont positifs. Le critère (14) consiste en une combinaison de 3 termes :
• Les deux premiers termes conduiront à un couple optimal (v,σ) qui amène l’état z
à être aussi près de 0 que possible le long des sous-domaines (σt), tout en réduisant
le coût de transfert.
• Le troisième terme, βF (σ), fait apparaître une fonctionnelle F : S −→ IR qui sera
choisie de telle sorte que le système s’étale le plus "vastement" possible. Pour cela,
on choisira F telle que : plus elle décroît, plus l’étalement est grand.

En résumé le problème LQS peut être formulé par :











min
(v,σ) ∈ V × S

J0(v,σ)

Sous la contrainte fonctionnelle (13)

(15)

La solution de ce problème, quand elle existe, sera un couple (vopt,σopt) : le contrôle
étaleur vopt rend le système (13) faiblement nul-étalable le long de l’étalement optimal
σopt.

Définition : Le contrôle vopt solution de (15), s’il existe, sera dit contrôle étaleur
associé au système (13).

Il faut noter que :
1. La fonctionnelle F n’a pas une forme explicite.
2. L’ensemble S n’a pas une structure topologique permettant l’utilisation des résul-
tats classiques de l’optimisation (on verra comment lever ces difficultés).
3. Dans le cas de la θ-étalabilité, il suffira de remplacer z dans (14) par (z−θ) comme
pour un problème de tracking classique, le critère s’écrira alors
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J0(v,σ) =

∫ T

0

∫

σt

[z(x,t,v) − θ(x)]2 dxdt+ α

∫ T

0

| v |2 dt+ βF (σ) (16)

Nous allons d’abord choisir la fonctionnelle F . Notons que si F satisfait

mes(σc
t ) ≤ kF (σ) (σ ∈ S; t ∈ I) (17)

alors la minimisation de F (σ) peut conduire à ce que mes(σc
t ) soit plus faible et par

conséquent σt sera plus important (σc
t désigne le complémentaire de σt par rapport à

Ω).
Dans ce cas, on peut modifier le critère considéré en choisissant naturellement

F (σ) = F (τ) =

∫

Ω

τ2(x)dx (18)

où σ et τ sont donnés par (11) et (12). Ce choix satisfait la condition (17) puisque
pour τ ∈ T et σ = ({x ∈ Ω | τ(x) ≤ t})t∈I dans S ′ nous avons

mes(σc
t ) = mes({x ∈ Ω | τ(x) > t}) ≤

1

t

∫

Ω

τ2(x)dx (0 < t < T )

On note J(v,τ) = J(v,σ) et on applique Fubini à (14) pour obtenir un critère J0

sous la forme

J(v,τ) =

∫

Ω

(

∫ T

τ(x)

z2(x,t,v)dt)dx+ α

∫ T

0

| v |2 dt+ β

∫

Ω

τ2(x)dx (19)

Le problème LQS peut alors être reformulé sous la forme

(LQS)











min
(v,τ) ∈ V × T

J(v,τ)

Sous la contrainte fonctionnelle (13)

(20)

De plus, l’ensemble V × T est fermé, convexe et borné dans L2(I,IRp) × L2(Ω).

Remarque 2.1.

La fonctionnelle J n’est pas quadratique par rapport au couple (v,τ) mais elle est
coercive dans l’espace produit V × T , puisque

J(v,τ) ≥ min(α,β) || (v,τ) ||2 ((v,τ) ∈ V × T )

Cela permet alors de caractériser la solution de (20).

2.3.1. Solution du problème LQS - Système d’optimalité. Nous allons nous intéresser
à l’existence d’une solution du problème LQS. Nous examinerons ensuite sa caractéri-
sation ainsi que les aspects algorithmiques. Concernant une solution (v,τ) du problème
LQS (20), nous avons les résultats suivants.

L’ensemble des contraintes étant convexe, toute solution (v,τ) du problème (20)
satisfait :

J ′(v,τ).(u− v,ξ − τ) ≥ 0 ((u,ξ) ∈ V × T ) (21)

où la fonctionnelle objectif J est supposée suffisamment régulière (différentiable
sur V × T ).

En considérant les dérivées partielles, (21) donne
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∂J

∂v
.(u− v) ≥ 0 (u ∈ V)

∂J

∂τ
.(ξ − τ) ≥ 0 (ξ ∈ T )

(22)

La première inégalité est équivalente à

∂J

∂v
(v,τ) = 0 (23)

Soit P (t,ξ), t ∈ I,ξ ∈ T , défini de la façon suivante : pour ξ ∈ T donné, l’opérateur
Q = P (.,ξ) est solution de l’équation de type Riccati



































d

dt
〈Q(t)z1,z2〉 + 〈Q(t)Az1,z2〉 + 〈Q(t)z1,Az2〉

=
1

α
〈Q(t)BB?Q(t)z1,z2〉 −

∫

ξ≤t

z1z2 dx

Q(T ) = 0

(24)

où z1 et z2 ∈ D(A). Alors on a le résultat suivant.

Lemme 2.2.

Supposons que, pour τ ∈ T , l’équation (24) a une solution unique P (.,τ) alors l’équa-
tion (23) est équivalente à

v +
1

α
B?P (.,τ)z(.,v) = 0 (25)

Pour la preuve, on peut se ramener à un cadre linéaire quadratique usuel. Il suffit
de noter que

Jτ (v) =

∫

Ω

(

∫ T

τ(x)

z2(x,t,v)dt)dx+ α

∫ T

0

| v |2 dt (v ∈ V)

peut être mis sous la forme

Jτ (v) =

∫ T

0

〈R(t)z(t,v),z(t,v)〉dt+ α

∫ T

0

| v |2 dt (v ∈ V)

où R(.) désigne l’opérateur défini par :

(R(t)φ)(x) =







φ(x) if τ(x) ≤ t

0 if τ(x) > t

pour tout φ ∈ L2(Ω) et x ∈ Ω. Finalement en notant que

∂J

∂v
= J ′

τ (v) (v ∈ V) (26)

et que (25) est exactement l’équation J ′
τ (v) = 0 associée au problème du régula-

teur

min
v∈V

Jτ (v)
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On obtient le résultat avec (26).

La fonctionnelle coût J = J(u,ξ) est différentiable par rapport à ξ ∈ T pour tout
u ∈ V tel que z(u) soit assez régulier et nous avons le résultat suivant (voir [39]).

∂J

∂ξ
(u,ξ)ζ = 〈2βξ − z2(.,ξ(.),u); ζ〉 (ζ ∈ L2(Ω)) (27)

Théorème 2.1.

Soit (vopt,τopt) une solution du problème LQS (20), alors le couple (vopt,τopt) satisfait
le système non-linéaire d’équations

vopt = −
1

α
B?P (.,τopt(.)) z(.,τopt(.),vopt) (28)

τopt = prT

{

z2(.,τopt(.),vopt)

2β

}

(29)

où P (.,τ) = Q est donnée par (24) et prT désigne l’opérateur de projection sur l’en-
semble convexe fermé T .

Le contrôle étaleur vopt donné par (28) rend le système (13) faiblement nul-
étalable le long des sous-domaines

ωopt
t = {x ∈ Ω | τopt(x) ≤ t}

où τopt est donné par (29).

2.4. Exemple. On se donne ω0 = {x ∈ Ω | z0 = 0}. Le problème consiste à
déterminer le couple (v,τ) solution de







min J(v,τ)

v ∈ V,τ ∈ T

où la fonction de coût J est donnée par

J(v,τ) =

∫

Ω

(

∫ T

τ(x)

z2(x,t,v)dt)dx+ α

∫ T

0

| v |2 dt+ β

∫

Ω

τ2(x)dx

La solution est donnée par le système d’optimalité (28) - (29). L’opérateur de
projection prT , où T est donné par

T = {ξ ∈ L2(Ω) | 0 ≤ ξ ≤ T et ξ/ω0 = 0}

s’exprime par

prT (f) = ξ (30)

avec

ξ(x) =























0 si x ∈ ω0 ou f(x) < 0

f(x) si x ∈ ωc
0 et 0 ≤ f(x) ≤ T

T si x ∈ ωc
0 et f(x) > T

(31)

Pour la preuve, notons que ξ, donné par (31), est dans l’ensemble T . Il suffit
alors de décomposer Ω en considérant
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Ω = (ω0 ∪ {f < 0}) ∪ (ωc
0 ∩ {0 ≤ f ≤ T}) ∪ (ωc

0 ∩ {f > T})

Ainsi avec (31) on obtient pour tout ζ ∈ T la relation

〈f − ξ; ζ − ξ〉 =

∫

ωc
0
∩{f<0}

fζdx+

∫

ωc
0
∩{f>T}

(f − T )(ζ − T )dx

Il s’en suit

〈f − ξ; ζ − ξ〉 ≤ 0 (ζ ∈ T )

ce qui implique alors que ξ = prT (f).

Appliquons cela au cas monodimensionnel avec Ω =]0,1[ et T = 5 et le système

(13) où l’opérateur A est donné par A =
∂2

∂x2
. Nous voulons réaliser la faible nulle-

étalabilité de ce système. L’état initial est donné sur le sous-domaine ω0 avec

z0 =

{

0 ω0

K (constante 6= 0) ωc
0

On complète le système par des conditions de Neumann homogènes. Le contrôle
est supposé être appliqué sur le sous-domaine ω0. Le critère J est considéré avec
α = 1 et β = 5. On considère les cas où le sous-domaine initial est centré, avec
ω0 = [0.35 , 0.65], et le cas où il ne l’est pas, ω0 = [0.1 , 0.4]. On peut aussi
considérer d’autres cas comme celui où ω0 n’est pas connexe.

Les figures qui suivent montrent l’étalement σopt et les sous-domaines associés
(ωopt

t ) = ({x ∈]0,1[ | τopt(x) ≤ t}). La faible nulle-étalabilité est réalisée (sur
tout Ω) au prix d’un coût égal à ‖ vopt ‖2= 0.162 , dans le cas centré et à
‖ vopt ‖2= 0.521 , dans le cas non centré.



QUELQUES PROBLÈMES DE CONTRÔLE PROPRES AUX SYSTÈMES DISTRIBUÉS 149

� �� � � � � � � � � � � 	 � � �� �� � � � � � � �

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

 

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

 

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

 

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

 

-0.7

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0 1 2 3 4 5

 

-1

-0.9

-0.8

-0.7

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0 1 2 3 4 5

 

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

 
 
 
 
 

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

 
 
 
 
 


 �� 
 
 �� 


� �� 
 � �� 


� �� 
 � �� 


�� �� � � � � �� � �� � �� � � � � � � � � � �� �



150 A. EL JAI

3. Conclusion et directions de recherche

Dans ce travail, on a montré l’importance que peut revêtir la variable spatiale
dans certains problèmes de contrôle des systèmes distribués. Les problèmes consi-
dérés n’ont de sens que dans le cas où une variable d’espace est présente dans le
système. Les deux exemples traités montrent clairement que la variable d’espace
peut avoir un sens régional et non pas dans sa globalité. De nombreux travaux ont
été explorés en analyse régionale pour différentes classes de systèmes. Pour l’éta-
labilité, plusieurs aspects ont été étudiés recemment; principalement l’approche de
l’étalabilité au sens des aires, voir [39, 41, 46, 12, 28, 29, 31, 9, 10, 44, 45] ainsi que
les références qui y sont citées.

Fig. 2 –. Étalabilité au sens de l’inclusion et étalabilité au sens des aires

Parmi les nombreuses directions de recherche, citons certains problèmes faisant
l’objet de travaux en cours.

(1) Les aspects régionaux, pour des systèmes plus généraux.
(2) La vitesse d’étalabilité et l’étalabilité en temps minimal.
(3) Le problème de l’étalabilité curviligne. Pour cela, soit un espace d’état Z et un

système défini par un semi-groupe d’opérateurs (S(t)) sur Z. ω0 un domaine
initial ⊂ Ω.

ωt = {x ∈ Ω, | Pz(x,t)}

Définition : Il y a étalabilité au sens curviligne si

µ(∂ωs) ≤ µ(∂ωt) ;∀s ≤ t

ou encore
µ(S(s)∂ω0) ≤ µ(S(t)∂ω0) ;∀s ≤ t

Existe-t-il des relations avec l’évolution des interfaces, développées dans [45]?
(4) L’étalabilité globale.
(5) Les relations entre l’étalabilité et la vulnérabilité.
(6) La dualité attracteurs - étaleurs. On peut la formuler sous la forme :

Soit un espace d’état Z et un système défini par un semi-groupe d’opérateurs
(S(t)) sur Z. Z1 et Z2 deux parties de Z.
Définition (rappel) : Z1 est un attracteur de Z2 si

lim
t→∞

d(S(t)z2,Z1) = 0 ; ∀z2 ∈ Z2
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Définition (conjecture) : Z1 est un "étaleur" sur Z2 si

lim
t→0

d(S(t)z2,Z1) = 0 ; ∀z2 ∈ Z2

qui se traduit par le fait que, nécessairement, les images des éléments de Z2

résultent ou proviennent de Z1. Peut-on utiliser les résultats sur les attracteurs
moyennant un changement de variable adéquat?

(7) L’utilisation de l’analyse régionale pour corriger des conditions (aux limites) non
régulières.

(8) L’approche des divers problèmes de contrôle par automates cellulaires, qui est
actuellement en cours. etc.
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