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Connexions projectives. Directiones modeéernes d’étude

GHEORGHE MURARESCU

ABSTRACT. In this paper we give a short description of the main actual results concerning the
theory of projective connections and new considerations are presented.

Classification AMS 2000 des sujets. 53C05, 53C10.
Mots clef et phrases. directiones modernes d’étude pour connexions projectives, le lien entre
elles, connexions Finsler projective.

1. Introduction

La théorie des connexiones projectives s’est developée en méme temps dans deux
dirrections, suives toute-de-suite d’une troisieme voie, que fait le lien entre les deux
premiers.

La voie Weyl [20], Eisenhart [5], Veblen [18], T.Y. Thomas [16] est liée des trans-
formations projectives des connexions linéaires. La voie E. Cartan [1] unifie 'idée de
Klein concernant la notion de groupe des transformations géometriques et la notion
de parallelisme, en attachant le long de chaque courbe d’une varieté différentiable les
espaces projectives tangents; cette voie a conduit & la théorie des connexions sur les
espaces fibrées de plus tard.

La troisieme voie a été initiée par T.Y. Thomas, K. Yano [21] et continuée par I.
Vaisman [17], S Ishihara et K. Yano [21] et 'auteur de ce travail [10], [11], [12], [13];
les connexions projectves s’étudient a ’aide des connexions linéaires specielles sur une
varieté a une dimension de plus.

L’idée de Cartan a été fondamenté, du point de vue global, par Ch. Ehresmann [4]
qui introduit la notion de connexion Cartan; cette idée a été continue par S. Kobayashi
[7].
T. Hangan [6] étudie certains propriété généraux des connexions projectives en
appliquant la méthode des congruences de G. Vranceanu.

Concernant les géodesiques , E. Cartan [1] définit les seul connexions que dotent
une varieté a géodésiques données.

En partant de ces résultats, dans [10] et puis dans thesse[11], nous définisons et
étudions les connexions projectives généraux a l’aide des connexions Cartan définies
sur les espaces fibrés projectives.

H. Wakakuwa [19] et récemment C. Segura et J. Etayo [14] étudient les connex-
ions projectives sur ’espace fibré des réperes projectives, en reprenant 1'idée de 1.C.
Gasparini [2] . V. Cruceanu [3], en reprenant d’une maniére moderne 'idée de E.
Cartan, définit localement le transport projectif siuvant d’une courbe sur une variété
différentable et introduit la connexion projective comme un objet géometrique (g,
I, T9) A I'aide des réperes projectifs naturelles, ou I'g este un champ tensoriel de
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type (1,1), T est un connexion linéaire et I'°- un champ tensoriel de type (0,2); en
particulier, on trouvent les connexions clasiques subordonnées.

En utilisant la méthode de I'academicien R. Miron [9], concernant la théorie des
d—connexions sur les éspaces fibrés vectoriels et la troisieme voie de la définition des
connexions projectives, en colaboration avec P. Stavre, nous avons défini et etudi les
connexions Finsler-projectives normaux [15].

Nous présentons brievement (et chronologiqument) les études modeérnes (et recéntes)
concernants les connexions projectives et aussi quelque nouveaux contributions.

2. L’étude des connexions projectives normales par S.Kobayashi et T.
Nagano [8]

Entre les connexions linéaires I' et I' qui dotent une variété M a géodésique éxiste
la bien connue relation locale:
i

ij = Fék + (5;‘0*; + 5}20/_}, (1)

(ar)= un covector.

La connexion projective normale, définie par E. Cartan [1] a lavantage d’étre
unique par rapport aux courbes autoparalléles.
Définition 2.1. La connexion Cartan w donée localement par (w', w;-,
connexion projective normale, si:

wj), définit une

(N)Q' = 0; (N2) ZQ: =0; (N3) ZR;M =0,

ot Q = (0, %, Q) est la forme de courbure et (R}, sont les coefficients de courbure.

On démontre l'existence de ces connexions, les identités de Bianchi; on définit un
r-repére & l'aide d’un r-jet, puis 'ensemble P"(M) de r-répéres on organise comme
un fibré principal & groupe structural G"(n). Dans cette théorie intervient seulement
P?2(M) et PY(M) = L(M) a G*(n) = GL(n,R); il existe un isomorphisme entre
P1(R") et le group affine A(n, R), consideré comme un fibré principal A(R"™, GL(n,R))
a

R" = A(M,R)/GL(n,R)
L’action du groupe G2(n) sur P?(M) est donnée par:

us = (ulvu;au;k)(sévs;k) = (u y Up - st

i. P 7 Lol
p T Sjs Uy Sk T+ Ugy sjsk),

mais Popération dans G2(n) est donnée par:
85 = (5}, - 85, + 50, - s sp)
On considere la sousgroupe H?*(n) C G?*(n) formé par les éléments (s}, s},) ol
s}w = —(s} s + 5, - 55).
Il résulte que H?(n) est isomorphe avec le sousgroupe H C PL(n,R)- le groupe
projectif, H étant le sousgroupe des transformations de la forme:
Yl = 7(1; v -,
1+aj;x7

(2)

\

Définition 2.2. On appele structure projective sur M, le sousfibré P C P2(M) a
groupe structurel H%(n), que s’identifie par isomorphisme a H.
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On peut définir une connexion linéaie sans torsion, comme une section I : M —
P?(M)/G*(n), mais une section M — P?(M)/H?(n) est en correspondence bijective
a la structure projective Pl, donc nous avons la diagrame:

P?*(M)/G'(n) — P?*(M)/H?(n)
r’\ /pr
M

Dongc, il résulte que deux connexions linéaires I' et I', sans torsions, sont en cor-
. . . . N / 7
respondence projective si elles appartiennent a la structure P . Dans componéntes
localles résulte la rélation (1).

3. L’étude des connexions projectives réalisé par ’auteur [10],[11],[12],[13]

Soit P(M,G) ou G = PL(n, R), qui, comme groupe de transformations, actionne
sous la forme:

a' + a; xt

1+ a;xi

g

y' = 3)
Le sousgroup d’isotropie H du point 0(0, ...,0) € P™-l’espace projectif, a les equa-
tions localles a’ = 0 (donc les transformations du H sont de la forme (2)).
Il existe le sousfibré P'(M, H) et on réalise la ”soudure” [7] d’espace fibré associé
E(M,PL(n,R), P", P) avec la base M et aussi il existe une connexion Cartan sur
P [7].

Définition 3.1. On appele connexion projective une connexion Cartan w définit sur

’

P.

Evidement, l'algebre Lie du groupe PL(M,R) est g=pl(M,R)=R"™ + gl(n,R) +
R*™ et les champs de vecteurs gauche-invariants sur PL(n,R), que coincident dans
Pélément identité & (0/da’,d/da},d/da;) détermine la base naturelle en pl(n, R); la
forme de la connexion projective w est donnée dans cette base par (wi,w;:,wj).

Un élément u € P’ a les coordonnées localles (¢, al,a;) et Ryu = (x', ajbf, apbl +
b;). En notant s*w par wy (s etant la section: U € M — P'), nous avons:

T __

® 04 _ 0 _ T ko x T _ T ko oo%, . _ 1 k.
s'w'=w; = pde”, s"w; = wip =y pde”, s"wy = wju = D pda”;

nous appelons les fonctions I'yy, coeficients de la connexion projective w.
Entre w et wy, apres la formule

nous avons:

C o d Wb Wl =Gy Wk T whas 4 5 s whagt @y dat (4)
w = k CL)U,CL)J =ay (L)h;Uaj k anj i Gp CL)Uak k aj,
~h ~h ~h
k k1 k k
Wi = WkUG; — ap Gf WA — ap G Wra; — ap Ay daj +daj

(nous notons a~! par a).
En considérant les fonctions de transition ¥y : U NV — H de la forme

{a§ = %(w),aj (:c)}, x € UNYV on obtient les formules de transformation pour les
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coefficients I':

b= ol ©)
—i ozt 9%F ozt _, Ozt OxP ozt _,. ox! ; 3_ ; OxP
S e e krla— 05k Gt e
— oxk  ox! Oa;

Pjh = Pk:l 6fj oz p— akfjh + aJath + 8zJ

Dans les travaux [3],[12],[21], on considere le cas a; = 0, mais on peut interpreter
cette consideration dans les coordonnées homogenes comme la conservation du hyper-
plan 73 linfini” de 'equation 2° = 0. D’apres les rélations (5), on constate que dans
ce cas particulier, la connexion projective w est définie par un tenseur te type (1,1),
une connexion linéaire et un tenseur de type (0, 2).

Quand les cartes locales sur U et V coincident, {Tl} = {2}, la seconde rélation
(5) devient:

T, =T% + a;T, + Sharly, (6)
mais, pour les réperes demi-naturelles (ot w@ = w%, = dx?, donc F; = (5;) nous avons
f;h = F;’h + ajéfl + CL}L(;;», (7)

c’est -a-~dire justement la rélation 1.
D’apres les équations de structure d’une connexion Cartan générale s’obtient les

équations de structure pour la connexion projective w.
La 2-forme de courbure-torsion Q = (€2, 2%, ;) s’exprime sous la forme:

S ) 1. 1
Q= §R}€lwk Aw!, Qf = iR}kzwk Aty Q5 = 5 jmw” A, (8)

en appelent R = (R};l,Rﬁkl,Rjkl) la fonction de courbure-torsion. En notant
s*0 = Qu et s*R = Ry = (R;cl;U7R;’kl;U’Rjkl§U)7 on obtient la généralization des
formules comme dans les cas classique, par example:
R?;z;U = F?cl;U - Ffk;U (9)
R;‘kl;U = 3kr§'z;U - alF;‘k;U + Fik;U T — Fil;U o+ §iljeo (10)
—0iT ey + 5;—(sz;;U —Twv).

4. Connexions projectives en sens Weyl-Thomas-
Wakakuwa[17],[19]

Dans ce cas on considere I’espace tangent T, M comme un espace affin n—dimensionel
et R, un espace affin 1-dimensionel, mais 7'M = R x T, M, comme un espace affin
(n + 1)-dimmensionel. L’81ément u = (Xo, X1, ..., X,,) € T"1 M on appele le repere
en x. L"T1 M ={I’ensemble des repéres u} s’organise comme un espace fibré principal
sur lequel actionne le groupe GL(n + 1,R):

ua = (X4, X1, .., X))
a X; = af;X)\ ,a,u=01.,n,75k=1..n
En notant la base (vectorielle) de T2T'M par (eg,e;) & eg = (e*,0) et e; =
(0,0/0x7), la représentation d’un repere est:

X, =Xpex, X =(X})) € GL(n+1,R),
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de sorte que (%, X}) est un systeme de coordonnée locaux en 7~ (U).
Pour 7~ 1(U) N 7~1(V) nous avons:

! /. ’ ]. 0
=gz . 2", X =AX & A:(Af;): ( 0 (%x'_i> ) (11)

’ ’

les relations qui résultent d’apres:e; = %ei, eg = €.

Les fonctions de transition sont: Uy = X - X 1= A€ GL(n+ 1,R).

Sur I'ensemble des réperes {u} on introduit la relation d’éqiuvalence E : u ~ Au,
A # 0 dans TP M \ {0}.

Une classe d’équivalence, notée aussi par u, sera nommé repére projectif mais
I'espace L"t1M/E sera nommé fibré des repéres projectifs sur M & la groupe struc-
tural PL(n,R) = GL(n+1, R)/E. On appele ’espace projectif I’espace tangent
en & M lespace PT,M = (T""*M — {0})/E. La connexion linéaire @ sur L1 M
est gl(n + 1, R)-valuée et :

— Al k— A @ X X g
w=w,b\ sw=wy =wp,E\,wp,, =7,d"

Pour U NV # il résulte:

Wi = Aawig AP + AN - dAT, (A7) = (A7 (12)
@) =X WSy XS+ X dX8, X = X1, (13)
w=X"toyX + X tdX. (14)

Si C est le centre d’algebre Lie gl(n + 1, R), généré par la matrice unité d’ordre
(n+1), alors W (mod C) détérmine ’algeébre Lie du groupe projectif PL(n, R); dans
ce sence on dit que w(mod C) définit la connexion projective I', que est unique
déterminée par wg.;; — dgwg.; d’apres [10].

On donne 'expression:

Wiy = Tioda,

i i 0 _ i gk
v — Owop =1 dx

“j;

ou

F§'0 = ’Y;'Oargj = 712j~
Tout-de-suite on constate que (I'%;) est un tenseur de type (1, 1), Ty ;)- un tenseur
de type (0,2) mais (I';;) sont les coefficients locaux d’une connexion linéaire sur
L™(M), nommée basique pour I'y. Pour wé;U = dz', donc 1";-0 = 63 on obtient la
connexion projective canonique. Une transformation de base (eg,e;) — (66, e;-) sur
7~Y(U) qui conserve I'hyperplan de 'infini (donc conserve eg), est de la forme:

€g = €0, €; = pjeo +¢; (15)

ot p; = p;(zt...x™)-covecteur.
Cette transformation implique la transformation des coordonnées:

X=X =X =(X)),X=0X 0= ( (1) (*10) >

Dans le nouveau systeme des coordonnées (z°, X;L)‘), généré par (15), sur 7= 1(U),
la formule (14) dévient:

o= (X)) (P \wy® 4+ &1 dD)X + (X ) ldX (16)
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N ! — — 7’ 7 . . .
d’ott les forme localles wys et w;; = @ Loy ® 4P~ 1d® détérmine dans chaque voisinage
de coordonnées de méme connexion projective sur M.

En expression localle, on a:

F/k:ij = 7;63’ + 5;9% + 845, (17)
Iy = TP +0¢;/05" — T} 0 — jpr.

La premiere relation est de nouveau de type (1).

De suite, on défini une différentiation covariante, on déduit les equation des struc-
tures, la forme de la courbure et la connection projective normale unique détérminée
par une classe des connexions linéaires- bazique, projective correspondantes (par une
relation de type (1)).

5. Conexions Finsler-projectives [15]

Ces connexions ont été introduites par P.Stavre et I'auteur qui puis a étudie les
structures Finsler projectives métriques et conformes. Pour étudie ces structures,
nous avons utilisé la théorie moderne des fibré vectoriels ¢ = (E, P, M), équipés avec
une connexion nonlinéaire N et une d—connexion linéaire D sur F, la théorie fondée
par I'academicien R. Miron [9].

Dans le cas de notre théorie, la fibre type est F' = R.

Nous notons par {X,} = {6/5a:i, {%}, y=2%,i,5,k=1,...n;a,3,v=1,...,n,0,

0 0
oz’ Ay
notons par I'] 5(z,y) les coefficients locaux dans {Xo} et par 775(z,y), coefficients
locaux dans {U,} pour la connexion D.

La connexion nonlinéaire N a les coefficients locaux N, et nous avons le lien:

la base adaptée et par {U,} = ( ) la base naturelle sur F; de méme, nous

o 0 0
dzk  Oxk Moy
Définition 5.1. La connexion D s’appelle quasi-projective normale (g-p-n), si
les coefficients T' satisfont les relations:
1

n+1

1“80 = wl"ﬁa ol w = — (18)

Cette définition a un caractere géometrique si et seulement si les transformées
locaux de coordonnées (x,y) — (2,3’ sont de la forme:

Ozt
y o= f@'. 2"y, fla)y=A""

S’imposent les conditions d’homogenitées pour y.
Nous définisons les coefficients de type Weyl:

e = 2 (zt . 2"), A =det (696 >7$0

i Iy + (050N, /0y + 610N, /dy) (19)

_ 7
Jik = Jjg
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Entre les connexions (g-p-n) D et D nous définsons la transformation ¢ : D — D

par DxY = DxY +0(X)-hY +0(Y)-hX , olt o est un d-champs de type ( 8 (1) )

. Les coefficients J sont invariants par rapport aux transformations ¢.

Définition 5.2. La classe D= { -.D,D } des connexions (¢-p-n), lides par les
transformations t , s’appele connexion Finsler-projective (C-P-F), attachée a la
connexion N .
La connexion D* est linéaire, symétrique mais n’est pas une d-connexion . Locale-
*
ment, la connexion D est donnée par:
= ThTR =y LT = TS N+ (9 — 1) - T — 6N, /ot (20)
*7 0 *0
I'eo = 0,k =0,Ig =
dans la base adaptée. Dans la base naturelle D* est donnée par:
, , , e w0 , 0 0
Vik = im0 =y Ok vk = U/ (0= 1)) - Jik, 700 = 0,750 = 0,700 =0, (21)
Dans la base adaptée, la transformation t est donnée par:
—i ; ; - ) 0 =i ;i =0 0 =0 0
L =Tl +00,+0105, Lo = Doy Ui = Tk Too = Lo » Lok = Togs oo = Lo (22)
Observations.
a) Dans les formules (20) et (21) au surplus des coeffcients N;, des constantes et
y € R, de premier ordre entre les coefficients J, invariants aux transformation t,
soulignant le caractere projectif de la connexion D*.
b) La premiere formule (22) ressemble des formules (1) et (7) pour les connexions
projectives classiques.
La classe, que définit la connexion D*, contient les d— connexions D de la forme:

Dy = Dg( +T('aX)aX € X(E)
le champ tensoriel 7 ayant les componnentes de la forme:
T;k =00} + 0@3—,7’,@0 = 0,70 = 0,70 = 0....c0. (23)

La courbure R* de la connexion D* s’exprime seulement par les coefficient Finsler-
projectifs J:

*i i 1 i i *i 0 ;k
ik = Jien — m((sk‘]jh —0pJjk)s Rijjo = By (24)
%0 _ i Yy ank 8th r *o

Rjkh —_— RjkhNZ+ n—l <6(L‘h‘ - amk +th"]7‘k 5 04,8’)/_0

(pour les restes).
Les relations (24), de nouveau soulignent le caractére projectif de la connexion D*.
Nous étudions, pour les connexions D*: 'algebre Lie du groupe d’holonomie, les
courbes autoparalléles, des structures finsler-projective metriques et conformes.
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