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Marius Ghergu, Georges Griso, Béatrice Labat, Houari Mechkour,
Bernadette Miara, Eduard Rohan et Mustapha Zidi

Résumé. Nous proposons une étude numérique du couplage entre une structure piézoélectri-
que poreuse et des cellules élastiques et diélectriques en vue de l’optimisation d’un bio-systéme
destiné à la régénération osseuse.

Classification AMS 2000 des sujets. Primary 35B27 ; Secondary 74L15.
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1. Introduction

Dans ce travail nous donnons les premiéres idées pouvant servir à l‘élaboration
d’un “système intelligent” hybride combinant un matériau bio-compatible poreux et
des cellules vivantes ostéoblastes. La justification d’une telle structure est de pallier
les difficultés rencontrées en chirurgie reconstructive dues à la mauvaise qualité de la
croissance osseuse autour des implants en facilitant la régénération de l’os. Le choix
du substrat s’est porté sur un matériau piézoélectrique compte tenu des propriétés
piézoélectriques des cellules ostéoblastes à l’origine de la reconstruction osseuse [9].
Bien que les conditions conduisant à une prolifération et à une division cellulaire de
bonne qualité des ostéoblastes ne soient pas complètement élucidées [8], nous nous
proposons de mettre en place des outils de simulation qui ne sont bien entendu que le
prélude à une description plus précise du système proposé et qui devront bien entendu
être suivis par une nécessaire phase d’expérimentation.

Cette présentation reprend quelques résultats d’une étude théorique sur les matéri-
aux poreux piézoélectriques [3] et d’une premiére étude sur ce type de bio-système
[5].

Dans le paragraphe suivant nous rappelons les modèles bidimensionnels de plaques
piézoélectriques membranaires. Ensuite nous énonçons les propriétés de l’opérateur
d’éclatement périodique qui conduiront aux modèles limites homogénéisés de plaques,
enfin nous proposons quelques résultats de simulation.

2. Modélisation bidimensionnelle de plaques piézoélectriques

2.1. Descrition de la géométrie. On considère un domaine Ω ⊂ R2 constitué de
microstructures εY , de taille ε, périodiquement réparties. Dans chaque cellule unité
Y = [0, 1]2 on note S le domaine occupé par une cellule vivante, S ⊂ Y . Les cellules
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occupent donc le domaine Sε, Sε =
⋃

k∈Z2 ε(S + k) ∩ Ω, et la matrice poreuse le
domaine Ωε, Ωε = Ω\Sε

, on note Γε = ∂Sε ∩ ∂Ω le bord des cellules.

2.2. Modélisation et estimations a priori . Un matériau piézoélectrique est ca-
ractérisé par ses trois tenseurs1 cαβστ , eαβστ , dαβστ dont les propriétés de symétrie
et définie positivité sont donnés par :
cαβστ = cβαστ = cσταβ , ∃αc > 0 : cijklXijXkl ≥ αcXijXij , ∀Xij = Xji ∈ R,
eαβσ = eβασ,
dαβ = dβα, ∃αd > 0 : dαβXαXβ ≥ αdXαXβ , ∀Xα ∈ R.
Pour simplifier l’exposé on considère ici que la matrice poreuse est piézoélectrique, elle
est donnée par cαβστ

m , eαβστ
m , dαβστ

m et que les trous sont remplis par des cellules qui
sont mécaniquement élastiques et possèdent des propriétés diélectriques, i.e., leur ten-
seur de couplage piézoélectrique ec est nul, ses autres tenseurs sont notés cαβστ

c , dαβστ
c .

On suppose que les composantes de chacun de ces tenseurs appartiennent à L∞(Ω).
En théorie linéarisée de plaques minces piézoélectrique mécaniquement isotropes

[7] on peut distinguer deux problèmes découplés, d’une part un problème membra-
naire qui lie les composantes horizontales (uε

1, u
ε
2) du déplacement élastique uε =

(uε
i ) et le potentiel électrique et d’autre part un problème en flexion qui donne le

déplacement élastique transverse uε
3 et dans lequel le potentiel électrique est expli-

cite. Nous nous limiterons dans cette étude au problème membranaire dans lequel les
équations d’équilibre relient le tenseur des contraintes T et le déplacement électrique
D aux forces extérieures

−div T (uε, ϕε) = p , −div D(uε, ϕε) = 0 dans Ω,

et la loi de comportement relie T et D au déplacement élastique et au potentiel
électrique :

Tαβ(v, ψ) = cαβστsστ (v) + eαβσ∂σψ, Dσ(v, ψ) = −eαβσsαβ(v) + dστ∂τψ,

où sαβ(v) = 1
2 (∂αvβ +∂βvα) est le tenseur bidimensionnel linéarisé des déformations.

Les conditions aux limites sont de deux types :
- des conditions homogènes de Dirichlet sur le bord externe : uε = 0, ϕε = 0 sur ∂Ω
- et des conditions de transmission sur le bord intérieur Γε : continuité du champ
élastique et du potentiel électrique et continuité des composantes normales du tenseur
des contraintes et du déplacement électrique

uε
m − uε

c = 0, ϕε
m − ϕε

c = 0,
[Tαβ(uε

m, ϕε
m)− Tαβ(uε

c, ϕ
ε
c)]n

ε
α = 0,

[Dα(uε
m, ϕε

m)−Dα(uε
c, ϕ

ε
c)]n

ε
α = 0,

où les indices m et c indiquent les valeurs prises par les paramètres dans la matrice
ou dans les cellules et nε = (nε

1, n
ε
2) est le vecteur unitaire normal à Γ.

On introduit enfin les espaces fonctionnels V (Ω) = {v ∈ H1(Ω), v = 0 sur dΩ},
V (Ωε) = (V (Ω))2. Sous les conditions classiques de régularité p ∈ L2(Ω), le problème
variationnel admet une solution faible unique uε ∈ V (Ω), ϕε ∈ V (Ω) donnée par :





∫

Ω

(
c(uε, v) + e(v, ϕε)

)
dx =

∫

Ωe

p · v dx ∀v ∈ V (Ω),
∫

Ω

(
− e(uε, ψ) + d(ϕε, ψ)

)
dx = 0 ∀ψ ∈ V (Ω),

(1)

1Les indices et exposants latins prennent leurs valeurs dans l’ensemble {1, 2, 3}, les indices et
exposants grecs (excepté ε) prennent leurs valeurs dans l’ensemble {1, 2}. On applique la convention
d’Einstein des indices et exposants répétés, on utilise des caractères gras pour représenter les vecteurs.
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avec les opérateurs



c(uε,v) = cαβστsαβ(uε)sστ (v),
e(v, ψ) = eαβσsαβ(v)∂σψ,

d(ϕε, ψ) = dαβ∂αϕε ∂βψ.
(2)

Les inégalités de Poincaré et de Korn dans les domaines périodiques [6] permettent
d’établir que

∫
Ω

cαβστsαβ(v)sστ (v)dx et
∫
Ω

dαβ∂αψ ∂βψ dx sont des normes respec-
tivement sur V (Ω) et V (Ω) et d’obtenir ainsi la majoration uniforme (la constante C
dépend de Ω et de Y mais est indépendante de ε) :

||uε
1||H1(Ω) + ||uε

2||H1(Ω) + ||ϕε||H1(Ω) ≤ C. (3)

On est alors en mesure grâce aux majorations (3) de montrer qu’il existe un champ
piézoélectrique limite solution d’un problème homogénéisé analogue à (1).

3. Opérateur d’éclatement périodique et modèle limite

La technique d’homogénéisation qui permet l’étude de la convergence de la suite
{uε, ϕε}ε se fait grâce à l’opérateur d’éclatement périodique T ε introduit dans [2].

3.1. Opérateur d’éclatement périodique T ε. À la décomposition unique x ∈
R2, x = ε([

x

ε
] + {x

ε
}), où pour tout z ∈ R2 on a z − [z] ∈ Y , on associe l’opérateur

d’éclatement T ε défini par

T ε : L2(Ω) −→ L2(Ω× Y ), T ε(v)(x, y) = v(ε[
x

ε
] + εy) , x ∈ Ω, y ∈ Y.

Ainsi T ε(cαβλµ)(x, y) = cαβλµ
m , y ∈ Y \ S et T ε(cαβλµ)(x, y) = cαβλµ

c , y ∈ S. On a
d’une part, en notant Oε = {x ∈ Ωε | dist(x, ∂Ωε) < 2ε},

∣∣∣
∫

Ωε

v − 1
|Y |

∫

Ω×Y

T ε(v)
∣∣∣ ≤

∫

Oε

|v|dx, pour tout v ∈ L1(Ω),

et d’autre part T ε(vw) = T ε(v)T ε(w) pour tout v, w ∈ L2(Ω). On est donc en
mesure d’établir l’existence du champ limite u ∈ H1

0(Ω), ϕ ∈ H1
0 (Ω) et des correcteurs

u ∈ L2(Ω, H1
per(Y )), ϕ ∈ L2(Ω,H1

per(Y )) définis par les convergences faibles
{ T ε(sαβ,x(uε)) ⇀ sαβ,x(u) + sαβ,y(u) dans L2(Ω× Y ),
T ε(∇xϕε) ⇀ ∇xϕ +∇yϕ dans L2(Ω× Y ).

3.2. Modèle limite de plaque membranaire.

Théorème 3.1. Le champ piézoélectrique limite u ∈ H1
0(Ω), ϕ ∈ H1

0 (Ω) vérifie le
problème variationnel suivant :





∫

Ω

(
c(u, v) + e(v, ϕ)

)
dx =

∫

Ω

p · v dx ∀v ∈ H1
0(Ω),

∫

Ω

(
− e(u, ψ) + d(ϕ,ψ)

)
dx = 0 ∀ψ ∈ H1

0 (Ω).

Les nouveaux opérateurs c, e, d ont la même définition que (2) dans laquelle les ten-
seurs cαβστ , eαβσ, dαβ ont été remplacés par les tenseurs homogènes effectifs cαβστ ,

eαβσ, d
αβ

avec les mêmes propriétés de symétrie et de positivité, ils sont donnés par :



cαβστ =
∫

Y
cαβλµ(δσ

λδτ
µ + sλµ,y(gστ )) + eαβλ∂λ,yζ

στ
,

eαβσ =
∫

Y
eαβλ(δσ

λ + ∂λ,yησ) + cαβλµ
M sλµ,y(zσ),

d
αβ

=
∫

Y
−eλµαsλµ,y(zβ) + dαλ(δβ

λ + ∂λ,yηβ),
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où δτ
µ est le symbole de Kronecker. Les correcteurs (u, ϕ) sont donnés par :

u(x, y) = sλµ(u(x))gλµ(y) + ∂µϕ(x)zµ(y),
ϕ(x, y) = sλµ(u(x))ζ

λµ
(y) + ∂µϕ(x)ηµ(y),

et les fonctions de base sont solutions de cinq problèmes piézoélectriques locaux :
- d’une part pour λ, µ = 1, 2, (gλµ ∈ H1

per(Y ), ζ
λµ ∈ H1

per(Y )) sont solutions de




∫

Y

(
cy(gλµ,v) + ey(v, ζ

λµ
)
)
dy = −

∫

Y

cλµστsστ,y(v)dy
∫

Y

(
− ey(gλµ, ψ) + dy(ζ

λµ
, ψ)

)
dy =

∫

Y

eλµσ∂σ,yψdy
(4)

- et d’autre part pour µ = 1, 2, (zµ ∈ H1
per(Y ), ηµ ∈ H1

per(Y )) sont solutions de




∫

Y

(
cy(zµ, v) + ey(v, ηµ)

)
dy = −

∫

Y

eαβµsαβ,y(v)dy
∫

Y

(
− ey(zµ, ψ) + dy(ηµ, ψ)

)
dy = −

∫

Y

dµβ∂β,yψdy,
(5)

les opérateurs locaux cy, ey, dy sont construits comme en (2).

On est ensuite en mesure d’établir les les convergences fortes :{
sαβ(uε)− sαβ(u)− Uε(sαβ,y(u)) −→ 0 dans L2(Ω),
∇ϕε −∇ϕ− Uε(∇yϕ) −→ 0 dans L2(Ω),

où Uε est l’opérateur de moyennisation

Uε(v)(x) =
∫

Y

v
(
ε[

x

ε
] + αz, {x

ε
}
)
dz, ∀v ∈ L2(Ω× Y ).

Toutes les démonstrations se trouvent dans [3].

4. Résultats numériques

4.1. Description de la structure et nature des inclusions. Le bio-matériau est
constitué
• d’une matrice piézoélectrique de classe 4mm, le Ba Ti O3 dont les caractéristiques
sont données dans les tableaux ci-dessous

αβστ 1111 1122 1122 1212
cαβστ 15.85 8.10 5.31 5.43 5.43 11.3

αβσ 112 211 222
eαβσ 21.3 -0.93 5.10

αβ 11 22
dαβ 174.4 9.7

Le Tenseur d’élasticité cαβστ est donné en [10·GPa], le tenseur dielectrique dαβ est
donné en [10−10·F/m] et le tenseur de couplage eαβσ est donné en [C/m2].
• de cellules élastiques de coefficients de Lamé λ, µ et de fibres de rigidité γ et dont
les propriétés diélectriques sont données par d, d̄ (cf. [5] pour une description plus
précise)

λ µ γα dα d̄α

1.7 0.45 1 10 0.1
Les constantes élastiques λ, µ, γα sont données en [10·GPa], les propriétés diélectri-

ques d, d̄ sont données en [10−10·F/m]
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Compte tenu de l’anisotropie de la matrice due à la polarisation nous avons étudié
l’influence de la rotation d’une cellule occupant un domaine ellipsoidal dont le rapport
des axes est de 0.3788. Les 13 résultats suivants donnent les coefficients homogénéisés
et la traction surfacique (pour un élément particulier) correspondent à une rotation
qui varie de 0 à 180 degrés par pas de π/12.
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5. Conclusion

Ces premiers résultats montrent la grande sensibilité des paramètres homogénéisés
à l’orientation des cellules, d’autres études portant sur la forme des inclusions sont
présentées en [5]. Les dévelopements futurs qui visent à se rapprocher le plus pos-
sible des caractéristiques des différents types d’os devront prendre en compte la loi
d’évolution des cellules, les conditions de contact entre les cellules et le substrat [1],
le type de stimulation externe par les champs de contraintes induits par les charges
physiologiques ou par un champ électrique artificiel, les lois de comportement non
linéaires pour permettre des grandes déformations, et pour des raisons évidentes liées
à la morphologie il y aura lieu de passer à des modèles de coques [4].
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