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Une modalité d’éviter les tables des centiles dans le cas des
régions de confiance et des tests statistiques

DanNiEL Cruiu

RESUME. Dans cet article on va determiner des régions de confiance pour les parametres d’une
répartition et des vérsions de quelques tests sans utiliser les tables qui contiennent des centiles.

Classification AMS 2000 des sujets. 62F25, 62F03.

Mots clef et phrases. intervalles de confiance, tests statistiques.

1. Introduction

Les intervalles de confiance sont déterminés d’habitude en utilisant des tables statis-
tiques qui contiennent des centiles pour quelques répartitions (par exemple les centiles
de la répartition normale réduite N (0,1), les centiles de la répartition de Student &
n degrés de liberté, t,, les centiles de la répartition de x? & n degrés de liberté ou les
centiles de la répartition de Snedecor—Fisher d’ordres m et n).

Les tests statistiques, a voir le test de concordance de x? utilisent aussi ces tables
avec des centiles. Mais cette chose est dificile & implanter aux ordinateurs, parce qu’on
a besoin d’un fichier avec les centiles [1], [2], [3].

Dans tout Particle on note par X7 la moyenne de I’échantillon pour X7 et par 0
le vecteur des parametres qui définissent la répartition de la variable aléatoire X. On
considére qu’on connait pour j = 1,k des formules pour la moyenne du X7 et pour
la variance du X7 dépendant de 6. On note ces valeurs par m; () et respectivement
par Dj (6).

Pour déterminer les régions de confiance on utilise 'inégalité de Chébychev et on
va résoudre un systeéme d’inéquations.

Pour les tests, on va calculer, s’il est possible, la function de répartition évaluée
pour la statistique concernée qui va étre comparer avec certains centiles. On utilise
le lemme de Hincin qui dit que si la variable aléatoire X a la function de répartition
F(.), F(X) suit une loi uniforme sur [0, 1].

2. Régions de confiance

A présent on a une variable aléatoire X avec la function de répartition F (x; 61, ..., 60x)
dépendant de k parametres. Nous voulons déterminer une région de confiance pour
0= (oj):j:ﬁ avec I'erreur €;. On note par ¢ = <%. Si on écrit I'inégalité de Chébychev
pour X7 on obtient
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ne

P (‘Xﬂ— m; (0)‘ > w) <e. (1)

En utilisant (1), la probabilité d’exister j de telle sorte que 1 < j < ket | X7 — m; (0)| >

D%(j) est plus petit ou égale a ;.

Il résulte qu’on doit résoudre le systeme d’inéquations

— D, (0)
X7 —my (0) < (|2, G = TR, 2
mi (0)] <\ — = (2)
qui est équivalent a
— D; (0
m?(@)—2~XJ~mj(0)—nji.(€)+XJ <0, j=1,k (27)

On consideére la variable aléatoire X normale N (m7 02) etonaf = (m, 02)T , k=
2. Par des calculs on obtient m; (§) = m, D; (0) = 02, ma (§) = m? + 0% et Dy (0) =
4-m?.024+2- 0%

On note par a = m? et par 3 = o2. L'inéquation du systeme (2') pour j = 1
devient

a—ﬁ—l—YZ <2mX. (3)
ne
Si X =0, la région (3) est
B>n-e-aq, (3")

qui est dans le systeme d’axes aOf un angle déterminé par « = 0, 8 > 0 et § =
n-e-a, a > 0. Dans le systéme mO/ (3') est l'intérieur de la parabole 3 = n-e-m?.
Si X #0, (3)est

2
2 — 2X —
a? + 3 262——046—2X2a——6+X4§0. (37)
n2e ne ne
La frontiere du (3”) est
1 2 2X°
2 4
a? + 2262——aﬁ—2Xa——ﬂ+X =0. (4)
n2e ne ne
4
On calcule les invariants pour (4) et on obtient I = 1+ n2—1€2, 0=0et A= —;415{52.
Donc (4) est une parabole.
L’axe de la parabole est
ne (ne? — 1)
= . — 7,}( . 5
p=ne-a n2e? +1 (5)
Le sommet de la parabole est V ((n2:2i11)2y27 (nzggil)"’yQ)’ et les intersections

avec les axes sont A (72, O) et B (0, ne - Y2>. L’autre axe est

1 ne =2
- a1 x
p nsa+n252+1

(57)
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Parce que (0,0) n’est pas dans (3”), la région de confiance déterminée par la

premiere inéquation est l'intérieur de la parabole.
L’autre inéquation est

2 P _ s
o + (1 > 52 42 <1 ) af—2X2a—2X2 B+ X2 <. (6)
ne ne

La frontiere du (6) est

2 2 —2 —2 —2
a2+(1—m>ﬁ2+2<1—n€)aﬁ—2X2 a—2X2"B+ X2 =0 (7)
On calcule les invariants pour (7) et on obtient I = %, 5 = 2(325;22) et
<52
A= —‘52(; . Si ne > 2 (un fait statistique résonable si on tient compte que n est le

volume de 1’échantillon) (7) est une ellipse.

Le centre de D'ellipse est C' (0, P QF) et I’angle de rotation est ¢ de telle sorte
i o2
que tan (p) = 7%.
Les axes de D’ellipse sont a et b et on a

agzne(neflJr n252—4n5+5)ﬁ2 ot ®)
(ne —2)*

-1 - 2 274 +5 o
p2 e (ne Vn2e i ne )X22. )
(ne —2)

/2 — [ 2
Les points d’intersection avec les axes sont A <O, 11_2’”5X2) , B (0, 11+_2'"5X2)

et C (ﬁ, O). Donc O« est tangente a Dellipse.

Quelle que soit X (= 0 ou # 0) et pour tout 8 = 02 on a une intervalle [ag, bg]
avec ag > 0 de telle sorte que a = m? € [ag,bg]. Si X =0, on am € [,/ag,/bs] U

[—\/IT,—\/@]. SiX#0,onam¢€ [\/@, \/%] oum € [—ﬁ,—@}, dependant

si X > 0, respectivement si X < 0.

Exemple 2.1. Soit X qui suit une répartition normale N (m,az), On considére un
échantillon de volume n = 1000 et l’erreur maximale £ = 0.2.
Il resulte e = 0.1 et n-& = 100. On a dans cet exemple X2 = 0.231.
La ligne oblique de ’angle est 3 = 100a.
Lellipse est o+ (1 — 25) 82 +2 (1 — &) @8—-2-0.231-r—2-0.231- 5+ 0.231% = 0.
La région de confiance pour (o, 3) se trouve dans la figure suivante.
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Fig. 1 :La région de confiance pour («, [3).
La région de confiance pour (m702) est déterminée par la parabole 3 = 100m?et

10.231 —m? — g| = N

10
Elle se trouve dans la figure suivante.
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Fig. 2 : La région de confiance pour (m, 02)

Exemple 2.2. Soit X qui suit une répartition normale N (m,UQ). On considére un
échantillon de volume n = 1000 et l’erreur mazimale 1 = 0.2. o

Il resulte € = 0.1 et n-e = 100. On a dans cet ezemple X = 5.293 et X2 = 28.1.

La parabole est

a2

o0+ 1558% — SaBf—2-5.293% o — 23295 . g4 52031 = (.

Lellipse est

o+ (1-25)8+2(1-%)aBf—2-281-a—2-28.1-3+28.12=0.

La région de confiance pour («, 3) se trouve dans la figure suivante.
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Fig. 3 :La région de confiance pour («, [3).

v m2+3 et

La région de confiance pour (m,oQ) est déterminée par |m —5.293| = Y5

|8+ m? — 28.1| = VA5

. Elle se trouve dans la figure suivante.
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Fig. 4 : La région de confiance pour (m, 02)

3. Versions sans centiles pour quelques tests statistiques

Le test T bilatéral vérifie I’hypothese nulle Hy : m = mg contre I’hypothese
altérnative Hy : m # mg avec l'erreur de premier ordre . On a un échantillon de
volume n de la variable X. On calcule T = %\/n —1, ol X est la moyenne de
I'échantillon et S? est la variance de 'échantillon [1], [3]. On accepte Hy si |T'| <
Tor (1-2).

Le test T" unilatéral gauche vérifie I’hypothese nulle Hy : m = mg contre ’hypotheése
altérnative Hy : m < mg avec erreur de premier ordre . On accepte Hy si T >
Tn,]_ (6)

Le test T unilatéral droit vérifie 'hypothese nulle Hy : m = mg contre ’hypothese
altérnative Hy : m > mg avec erreur de premier ordre €. On accepte Hy si T <
Tn—l (1 - 6).

Mais la dénsité de répartition de Student a n degrés de libérté est
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—

r (=) !
TV (1p2)F ©)

n

Fl@)=g

On calcule la function de répartition et on obtient

z+vVzitn $2+n
- vn

bl n—1
F2) = ( ) (2% / mdv (10)
0

Dans (10) on remarque la possibilité de calculer F (x) pour chaque z.

Dans le test bilatéral on accepte Hy si F (T) € (5,1 — 5). Dans le test unilatéral
gauche on accepte Hy si F'(T) > . Dans le test unilatéral droit on accepte Hy si
F(T)<1l—e.

Le test de x? bilatéral vérifie 'hypothese nulle Hy : 02 = o contre I'hypothese
altérnative Hy : 0% # o3. On calcule X? = ﬂ On accepte Hy si X? €

0'

1\3\3

(Xn 1 ( ) X2 1 (1 - 5)) Le test de x2 unilatéral gauche verlﬁe I’hypothese nulle
Hy : 0% = 02 contre I'hypotheése altérnative Hy : o2 < of On accepte Hg si
X? > x2_, (e) au risque d’erreur de premier ordre ¢. Le test de x? unilatéral droit
vérifie I'hypothese nulle Hy : 02 = 02 contre 'hypothese altérnative Hy : 02 > o2. On
calcule X? = % On accepte Hy si X2 < x2_; (1 —¢).

Mais la répartition de x3, coincide avec la répartition Erlang En,% . La function
répartition Erlang E, x d’ordre n et parametre \ est

ol i

Fop(z)=1—e". Z J!

=0

(11)

Donc si n n’est pas pair (n — 1 est pair) on peut calculer la function de répartition
du X2. Dans le test de x? bilatéral on accepte Hy si Fua (X?) e (5,1—5). Dans

) > ¢. Dans le test de 2

|

)

(X

N

le test de x? unilatéral gauche on accepte Hy si Fanl gl
unilatéral droit on accepte Hy si FnT_l 1 (XQ) <l-—e.

Pour le test de Tukey pour ’égalité des moyennes on a k échantillons des volumes
n (Xij)i<i<p1<j<n COncernant k variables aléatoires normales N (1i,0?). On vérifie
I’hypothese nulle Hy : ; = p; pour chaques 4, j contre 'hypothese altérnative H : il
existent 7, j de telle sort que ; # p; au risque d’erreur de premier ordre €. On note
par X; la moyenne de I'échantillon 7, par X,y le minimum des X; et par X .« le
maximum des X;. On calcule S’ un estimateur pour o qui suit la répartition de x?2

etq-“‘;’/‘;\/{m"‘ On accepte Hg si g < t, ( )
Mais comment on peut voir dans les tests de Student pour la moyenne si on ne
connailt pas la variance, on peut calculer la function de répartition pour ¢, F (¢). On
accepte Hy si F'(q) < 5.
Pour le test de Hartley pour 1’égalité des variances on a k échantillons des volumes
n+1 (X”)1<Z<k 1<i<ngl sur k variables aléatoires normales N (,ul, ) On vérifie
I'’hypothese nulle Hy : 02 = U] pour chaques i, j contre I’hypothese altérnative Hi : il

existent i, j de sort que o7 # 0]2 au risque d’erreur de premier ordre €.
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— n+1 n+1 — .3
On note par X; = %H . Zl X;; et par S? = % . Zl (XZ-]- - XZ-) . On note aussi
J= Jj=
2
par SZ;, le minimum des S; et par S3_. le maximum. On calcule Fiax = % On
accepte Hy si Frax < Fop (1= 5), ot Fjypy (1= 5) est la centile d’ordre 1 — £ pour

la repartition de Snedecor—Fisher d’ordres (n,n).
Mais la densité de cette répartition est

_ T'(n) . xz 1
r2(2) (1+a)"

On peut calculer la function de répartition et on obtient

In,n (2) (12)

~2:I'(n) a=! ,
N T e 2

Le test de concordance de x? vérifie 'hypothese nulle Hy : la variable aléatoire
X a la function de répartition F (z;601,...,0;), ou 61, ...,60; sont les parametres de
la répartition, contre I’hypothese altérnative H; : la variable aléatoire X n’a pas
la function de répartition F (x;61,...,0;) avec Uerreur de premier ordre €. On a un
échantillon de volume n de X et r intervalles, r > k. On note par n; le numéro des

valeurs de ’échantillon dans Uintervalle I; et par n}, = n-F (Il-; 0:, e 9;), ol 9:, . 0Ak

r o 2
sont des éstimations pour 61, ..., 5. On calcule X2 = % et on accepte Hy

=1 "
si X2 <2, (1—¢),oux?,_;(1—¢)estla centile de x* & 7 —k — 1 degrés de
libérté.
Si r — k — 1 est pair, on peut calculer la function de répartition de x> , | en
utilisant (11). Donc on accepte Hy si Frogon (X% <1l--e.

4. Conclusions

Pour les régions de confiance l’erreur ¢ est maximale (elle peut étre plus petite que
¢). Dans le cas de k parametres on doit résoudre un systéme de k inéquations.

Pour les tests on calcule la function de répartition (s’il est possible) pour la statis-
tique et on compare cette valeur avec I'ordre de centile.

Ces considérations peuvent aider le programmateur a fair des programmes pour
résoudre des problems de statistique. On doit choisir si on utilise I'inégalité de Chébychev
ou les tables des centiles (si le systéme est trop difficile & résoudre, on utilise les cen-
tiles).
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