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CUVANT INAINTE LA EDITIA IN LIMBA ROMANA

A realiza traducerea uneia dintre cartile de referinta ale matematicii
reprezinta o sarcina si o indatorire de maxima importanta. Caci aga stau
cu adevarat lucrurile in privinta cartii de Analiza Functionala a Profe-
sorului Brezis, dupa care au invatat si invata studentii la Matematica din
foarte multe universitati ale lumii. In fata unei asemenea lucrari, dense,
moderne si cu numeroase deschideri, cuvintele sunt de prisos.

Sunt recunoscator Dascalului meu pentru deosebitul privilegiu oferit
alegandu-ma sa traduc in limba romana aceasta importanta carte.

Ii multumesc colegului Mircea Preda de la Facultatea de Matematica-
Informatica a Universitatii din Craiova pentru scanarea figurilor si pentru
imbunatatirea considerabila a figierului initial in BTEX al acestei lucrari.

Vicentiu Radulescu



NOTATII

Notatii generale

E’ spatiul dual al lui £
(, ) produsul scalar in dualitatea E', E

[f = o] ={x; f(x) =a}

B(zo,7) = {z; || — x0|| < r} bila deschisa centrata in x, si de raza r

By={zeF; o] <1}

epi p = {(z,\); ¢(x) < A} epigraful lui ¢
¢* functia conjugata a lui ¢

L(E, F) spatiul operatorilor liniari si continui de la F in F'
M+ ortogonalul lui M

D(A) domeniul operatorului A

G(A) graful operatorului A

N(A) nucleul operatorului A

R(A) imaginea operatorului A

o(E, E') topologia slaba definita pe E
o(E', E) topologia * slaba definita pe E’
— convergenta slaba

J injectia canonica de la F in E”

p’ exponentul conjugat al lui p, adica — + l/ =1
a.p.t. aproape peste tot per

|A| masura (Lebesgue) a multimii A

Supp f suportul functiei f

f * g produsul de convolutie

Pn Sir regularizant

(7.f)(z) = f(x + h) translatata functiei f

w CC €2 deschis w inclus in sens tare in {2, adica @ compact gi w C €2

Py proiectia pe convexul inchis K



| | norma Hilbertiana

p(T') multimea rezolvanta a operatorului 7'
o(T) spectrul operatorului T’

Jy = (I + MA)~! rezolvanta operatorului T

Ay = AJ, regularizata Yosida a operatorului T’

Vu:<8u ou au)zgradu

Oxy, Oxs’ " Oxn

aa1+a2+...+a1\] N
D% = u, o] =" o
a1 a9 ay i

0x10x5? ... 0xly =

N 0%u
Au = Z —~— = Laplacianul lui
o 0
RY ={z = (¢/,2n) e RN xR, zy > 0}

Q={x=(2,zy) e RN xR, |2/| <1sil|zy| <1}
Q. =QNRY

Qo ={r € Q; ay =0}

(Dpu)(z) (u(z + h) — u(z))

~|nl

u . o . o
— derivata normala exterioara

on

Spatii functionale
Q C RY deschis
02 = I' = frontiera lui
LP(Q) = {u masurabila pe Q si /Q \uPdx < oo} , 1<p< o0
L>(Q) = {u masurabila pe §2 i 3C astfel incat |u(x)| < C a.p.t. in Q}
C.(€2) functiile continue cu suportul compact inclus in
Ck () functiile de k ori continuu diferentiabile pe © (k intreg > 0)
C=(@) = ) CH©Q)
k>0
CE(Q) = CHQ) N C(Q)
() = C= () N Ce(Q?) = D(QY)
C(9Q) functiile continue pe
C*(Q) functiile v din C*(Q) astfel incat pentru orice multi-indice
la| < Kk, aplicatia



7 € Q +—— D%(z) se prelungeste continuu pe

C>(Q) = QC'“(Q)

Co(Q) = {u e C(Q); Supx,yegw < oo} cul<a<l

CH(Q) = {u € C*(Q); Diu e C™(Q) Vj, |j] <k}
Wwhe, Wy P W H', H}, H™ spatii Sobolev



INTRODUCERE

Aceasta lucrare reia intr-o forma mult mai elaborata un curs de “Maitrise”
tinut de autor la Universitatea Pierre et Marie Curie (Paris VI). Sunt
presupuse cunoscute elementele de baza de Topologie Generala, Teoria
Integrarii si de Calcul Diferential.

Prima parte a cursului (Capitolele I-VII) dezvolta mai multe rezul-
tate abstracte de Analiza Functionala. Partea a doua (Capitolele VIII-
X) are in vedere studiul spatiilor functionale “concrete” care intervin in
teoria ecuatiilor cu derivate partiale. Aceste doua ramuri ale Analizei
sunt strans legate. Din punct de vedere istoric, Analiza Functionala “ab-
stracta” s-a dezvoltat mai intai pentru a raspunde unor intrebari legate
de rezolvarea ecuatiilor cu derivate partiale. Pe de alta parte, progresele
Analizei Functionale “abstracte” au stimulat in mod considerabil teoria
ecuatiilor cu derivate partiale. Acest curs nu contine nici o referinta
istorica; recomandam cititorului sa consulte lucrarea J. Dieudonné [3].
Speram ca aceasta carte va putea fi utila atat studentilor interesati de
“Matematici Pure” cat si celor care doresc sa se orienteze catre “Matem-
aticile Aplicate”.

Multumesc

— Domnului G. Tronel care mi-a sugerat numeroase ameliorari.

— Domnilor Ph. Ciarlet si P. Rabinowitz pentru sfaturile lor pretioase
si pentru incurajari.

— Domnilor Berestycki, Gallouet, Kavian, Mc Intosh pentru remarcile
lor utile.

— Urmatoarelor institutii: Mathematics Research Center, University
of Wisconsin si Department of Mathematics, University of Chicago, unde
au fost redactate unele parti din aceasta carte.



Dedic aceasta carte memoriei lui Guido Stampacchia, ca omagiu unui
Maestru al Analizei Functionale, disparut prematur.

H. BREZIS



Avertismente

1) Notatia [EX] face referinta la lucrarea lui H. Brezis, Analyse Fonc-
tionnelle, Recueil de Problémes et Fxercices, Masson.

2) Anumite enunturi sau paragrafe sunt precedate de simbolul e;
este vorba de aspecte foarte importante. Simbolul x preceda anumite
enunturi care pot fi omise la o prima citire.

3) Am adoptat o numerotare continua pentru propozitii, teoreme si
corolare; doar lemele sunt numerotate separat.

4) Pe tot parcursul lucrarii consideram doar spatii vectoriale peste
R (ceea ce este regretabil, dar simplifica prezentarea). Majoritatea enun-
turilor raman valabile pentru spatii vectoriale peste C; cateva modificari
sunt totusi necesare uneori in acest caz. In [EX] se prezinta lista schim-
barilor care trebuie aduse atunci cand se lucreaza cu spatii vectoriale
peste C.



Capitolul I

TEOREMELE HAHN-BANACH.
INTRODUCERE IN TEORIA
FUNCTIILOR CONVEXE CONJUGATE

I.1 Forma analitica a teoremei Hahn-Banach: pre-
lungirea functionalelor liniare

Fie E un spatiu vectorial peste R. Reamintim ca o forma liniara este
o functie definita pe F sau pe un subspatiu vectorial al lui £, cu valori
in R. Rezultatul esential din aceasta sectiune este legat de prelungirea
unei forme liniare definite pe un subspatiu vectorial al lui £ la o forma
liniara definita pe intregul spatiu F.

Teorema I.1 (Hahn-Banach, forma analiticad). —Fiep: F — R
o aplicatie care verifica (')

(1) p(Az) =Ap(z) Ve eE si VA>0,

(2) plz+y) <plx)+ply) Veyek.

Fie G C F un subspatiu vectorial si g : G — R o aplicatie liniara
astfel incat

(3) g(x) <p(z) Vred.

Sub aceste ipoteze, exista o functionala liniara f definita pe
intregul spatiu F care prelungeste g, adica

glx) = flx) Veed
1O functjie p care satisface (1) si (2) se numeste adesea functionald Minkowski.

12
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si astfel incat
(4) f(z) <p(x) Vrek.

Demonstratia teoremei 1.1 face apel la lema lui Zorn, al carei enunt
il vom reaminti in cele ce urmeaza. Vom incepe prin a preciza cateva
notiuni legate de teoria multimilor ordonate.

Fie P o multime inzestrata cu o relatie de ordine (partiala) <. Spunem
ca o submultime ) C P este total ordonata daca pentru orice pereche
(a,b) din @ are loc (cel putin) una dintre relatiile a < b sau b < a.

Fie Q C P o submultime a lui P; spunem ca ¢ € P este un majorant
al lui () daca a < ¢ pentru orice a € Q).

Spunem ca m € P este un element maximal al lui P daca pentru
orice x € P astfel incat m < x rezulta cu necesitate ca x = m. Observam
ca un element maximal al lui P nu este neaparat un majorant al lui P.

Spunem ca P este inductiva daca orice submultime total ordonata
a lui P are un majorant.

Lema I.1 (Zorn). — Orice multime inductiv ordonata, nevida,
admite un element maximal.

O demonstratie a lemei lui Zorn (folosind axioma alegerii) se afla in
N. Dunford-J. Schwartz [1] (Vol. 1, Teorema 1.2.7),
P. Dubreil-M.L. Dubreil Jacotin [1] (Cap. 6) sau Lang [1].

REMARCA 1. — Nu este indispensabil pentru un analist de a cunoaste
demonstratia lemei lui Zorn. Din contra, este esential sa inteleaga bine
enuntul acestui rezultat si sa-1 aplice corect in diverse situatii. Lema lui
Zorn are numeroase si importante aplicatii in analiza; este un instrument
indispensabil pentru stabilirea unor rezultate de existenta.

DEMONSTRATIA TEOREMEI [.1. — Consideram multimea
h:D(h) C E— R, D(h) este un subspatiu

P=<h liniar al lui E, h este liniara,

G C D(h), h prelungeste g si h(z) < p(x) Vz € D(h)
Pe multimea P definim relatia de ordine

(h1 < hg) < (D(hy) C D(hg) si hy prelungeste hy) .
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Evident, P nu este vida, deoarece ¢ € P. Pe de alta parte, P este
inductiv ordonata. Intr-adevar, fie ) C P o submultime total ordonata;
fie @ = (hi)ies. Definim

D(h) =|JD(hi), h(z)=hi(z) dacd z € D(h;) pentru un anume i.
i€l

Este usor de verificat ca definitia lui h are sens, ca h € P si h este
un majorant al lui (). Conform lemei lui Zorn, rezulta ca P admite un
element maximal notat f. Aratam in cele ce urmeaza ca D(f) = E, ceea
ce completeaza demonstratia teoremei I.1.

Presupunem, prin reducere la absurd, ca D(f) # E. Fie xy ¢ D(f);
notam D(h) = D(f) + Ry si, pentru orice x € D(f), fie h(z + tzg) =
f(z) +ta (t € R), unde a € R este o constanta care va fi aleasa ulterior
astfel incat h € P. Trebuie sa ne asiguram ca

f(x) +ta < p(x +txg) Vo e D(f) siVteR.

Conform (1), e suficient sa verificam ca

f(@) +a<plz+x0) VoeD(f)

f(@) —a<p(x—x0) Vo€ D(f).
Altfel spus, trebuie gasit « astfel ca

Sup,ep(py £f (W) = ply — 20)} < a < Infoepipy {p(z + 20) — f(2)} .
Alegerea lui a cu aceasta proprietate este posibila deoarece
fy) =ply —z0) <plz +x0) — f(x) Ve D(f), VyeD(f);
intr-adevar, rezulta din (2) ca
f(@)+ fy) < plz+y) < pl@+x0) + ply — 20)-

Deducem astfel ca f < h, contradictie, caci f este element maximal si

hf.

Indicam in continuare cateva aplicatii simple ale teoremei 1.1 daca F
este un spatiu vectorial normat (s.v.n.) cu norma || ||.
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Notatie: Notam prin E’ dualul topologic (?) al lui F, adica spatiul
tuturor functionalelor liniare si continue pe F; norma duala pe E’
este definita prin

(5) | fllz = SUP”:;ﬁgl |f(z)| = Sup e f(2).

ll=l|<1

Daca f € E' ¢i « € E vom scrie in general (f, x) in loc de f(x);
spunem ca ( , ) este produsul scalar pentru dualitatea £’  E.

Este cunoscut ca E’ este un spatiu Banach, adicd E’ este complet
(chiar daca E nu este complet); aceasta rezulta din faptul ca R este
complet.

e Corolarul 1.2. — Fie G un subspatiu vectorial al lui F si
g : G — R o functionala liniara si continua de norma

l9ller = Sup zec g(z).
lz[[<1

Atunci exista f € £’ o prelungire a lui g astfel incat

1fllz = llgller
DEMONSTRATIE. — Aplicam teorema 1.1 cu p(z) = ||g||¢/||x]|-

e Corolarul I.3. — Pentru orice zy € E exista f; € E' astfel
incat (?)
foll = llzoll s (fo. o) = [lzoll*.
DEMONSTRATIE. — Aplicam corolarul 1.2 cu G = Rag §i g(txg) =
tllzol|? astfel ca [|glle = [|lzoll-

REMARCA 2. — Elementul f; dat in corolarul 1.3 nu este in general
unic (incercati sa construiti un exemplu sau vedeti [EX]). Totusi, daca
E’ este strict convex (%) — de exemplu dacd E este un spatiu Hilbert
(vezi Capitolul V) sau daca £ = LP(2) cu 1 < p < oo (vezi Capitolul
IV) —atunci fy este unic. In general, notam, pentru orice zo € E

F(zo) = {fo € E'; lfoll = llxoll si {fo, z0) = llzoll*}-

2In literatura americans dualul topologic al lui E se noteaza cu E*. Atentie la
confuzii!

3Daci nu este pericol de confuzie vom scrie || || in loc de || f||z.

4Un spatiu normat se numeste strict convex daca |tz + (1 —t)y|| < 1 Vt €
0,1), Va,ye Ecullz]=y|=1siz#y.
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Aplicatia (multivocd) xg — F(z() este numita aplicatia de dualitate
de la F in E’; unele dintre proprietatile sale sunt descrise in [EX].

e Corolarul 1.4. — Pentru orice z € E avem

(6) ]| = Sup jepr [(f,2)] = Max repr [(f, 2)]-
[flI<1 flI<1
DEMONSTRATIE. Fara a micsora generalitatea, putem presupune ca
x # 0. Este evident ca

Sup rep [(f2)] < [|]|-
IFS]

Pe de alta parte (corolarul 1.3), exista f, € £’ astfel incat || fo|l = [|z|| si
(fo, ) = ||z||*. Fie f1 = fo/||z|. Rezulta ca ||fi]| = 1 si (f1,z) = ||=]|.

REMARCA 3. — Formula (5) —care este o definitie— nu trebuie con-
fundata cu formula (6), care este un rezultat. In general, “Sup” din (5)
nu este atins (a se vedea un exemplu in [EX]). Totusi, “Sup” din (5)
este atins daca E este un spatiu Banach reflexiv (a se vedea Capitolul
III); o teorema dificila datorata lui R. C. James afirma reciproca: daca
E este un spatiu Banach astfel incat pentru orice f € E’, “Sup” din (5)
este atins, atunci E este reflexiv ( a se vedea un exemplu in Diestel [1]
(Capitolul 1) sau Holmes [1]).

I.2 Forme geometrice ale teoremei Hahn-Banach:
separarea multimilor convexe

Incepem cu cateva preliminarii relative la hiperplane. In cele ce urmeaza,
notam prin £ un s.v.n.

Definitie. — Un hiperplan (afin) este o submultime H a lui E de
forma

H={z e E;f(z) =a},

unde f este o functionald liniard (°) pe E care nu este identic nuld
si @ € R este o constanta data. Spunem ca H este un hiperplan de
ecuatie [f = a.

®Nu este neaparat necesar ca f si fie continua (Daci E este de dimensiune infinita,
atunci existd intotdeauna functionale liniare care nu sunt continue; a se vedea [EX]).
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Propozitia 1.5. — Hiperplanul de ecuatie [f = o] este inchis
daca si numai daca f este continua.

DEMONSTRATIE. — Este limpede ca daca f este continua atunci H
este inchisa. Reciproc, presupunem ca H este inchisa. Complementara
H¢ alui H este deschisa si nevida (deoarece f nu este identic nuld). Fie
xo € HC gi presupunem (pentru a fixa ideile) ca f(zp) < a. Fie r > 0
astfel incat B(xg,r) C HC, unde

B(xo,r) ={z € E;|lz — o <r}.
Avem
(7) flz) <a VYx e B(xg,r).
Intr-adevar, f(z1) > a pentru un anume x; € B(zg,7). Segmentul
{zy = (1 —t)xo +txy;t €[0,1]}

este continut in B(xzg,7) si deci f(x;) # «, Vt € [0,1]; pe de alta parte
f(z¢) = a, pentru un anume ¢ € [0, 1], mai precis t = #% Aceasta

este o contradictie, deci relatia (7) este demonstrata. Rezulta din (7) ca

flzo+7r2) <a Vze B(0,1).

[fII < (e = f(z0)).

Definitie. — Fie A §i B doua submultimi ale lui . Spunem ca

Deci f este continua si

hiperplanul H de ecuatie [f = o] separa A si B in sens larg daca

flz)<a VeeA ¢ f(z)>a VreB.

Spunem ca H separa A si B in sens strict daca exista ¢ > 0 astfel
incat

flz)<a—e Ve A sifle) >a+e VreB.

Din punct de vedere geometric, separarea exprima faptul ca A si B
se afla de o parte si de alta a lui H.
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In final reamintim ca o multime A C F is convexa daca

tr+(1—tlye A Vr,yec A, Vtelol1].

e Teorema 1.6 (Hahn-Banach, prima forma geometrica). Fie
A C E si B C E doua multimi convexe, nevide si disjuncte.
Presupunem ca A este deschisa. Atunci exista un hiperplan
inchis care separa A si B in sens larg.

Demonstratia teoremei 1.6 face apel la urmatoarele doua rezultate
auxiliare.

Lema 1.2. — Fie ' C E o multime deschisa si convexa astfel
incat 0 € C. Pentru orice x € ¥ notam

(8) p(z) =Inf{a>0;a 'z € C}

(p se numeste functionala Minkowski asociata lui C).
Atunci p satisface (1), (2) si proprietatile

(9) exista o constanta M astfel incat 0 < p(x) < M|jz|| Vze E

(10) C={reE;p(x) <1}
DEMONSTRATIA LEMEI 1.2. — Proprietatea (1) este evidenta.

Demonstratia lui (9). Fie r > 0 astfel incat B(0,r) C C;
este evident ca )
p(z) < ;Hx“ Vo e E.

Demonstratia lui (10). Presupunem mai intai ca x € C; deoarece

C' este deschisa, rezulta ca (1 + ¢)x € C pentru orice ¢ > 0 suficient

de mic. Deci p(z) < l—ie < 1. Reciproc, daca p(z) < 1, atunci exista

a € (0,1) astfel incat o'z € C gi deci # = a(a™z) + (1 —a)0 € C.

Demonstratia lui (2). Fie x,y € E i fie ¢ > 0. Folosind (1) si
(10) obtinem ca —*— € C' si Ty+s € C. Asadar - 4 -ty ¢ ¢

p(z)+e Y) p(z)+e * p(y)+e
pentru orice ¢ € [0,1]. In particular, pentru ¢t = % obtinem

WJF(ZH?& € C. Folosind inca o data (1) si (10) rezulta ca

p(x+y) <plx)+ply) +2e, Ve>0,
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adica (2).

Lema 1.3. — Fie C C E o multime convexa, deschisa, nevida
si fie o € E cu zg ¢ C. Atunci exista f € E’ astfel incat f(z) <
f(zo) Vx € C. In particular, hiperplanul [f = f(z()] separa
multimile {z¢} si C in sens larg.

DEMONSTRATIA LEMEI [.3. — Prin translatie putem intotdeauna
presupune ca 0 € C. Definim apoi functionala Minkowski p asociata lui
C' (vezi lema 1.2). Consideram subspatiul liniar G = Rz si functionala
liniara g : G — R definita prin

g(tzg) =t, teR.

Este evident ca
g(x) <plr) VreG

(se ia & = txg si se disting situatiile ¢ > 0 gi ¢ < 0). Conform teoremei
[.1, exista o functionala liniara f definita pe F care prelungeste g astfel
incat

f(z) <p(x) VzeE.

In particular, avem f(zy) = 1 gi f este continua, conform (9). Pe de alta
parte, deducem din (10) ca f(z) < 1 pentru orice z € C.

DEMONSTRATIA TEOREMEI [.6. — Fie C' = A — B, deci C este
convexd (verificare ugoard), C' este deschisd (deoarece C' = | J (A —y))
yeB

510 ¢ C (pentru ca AN B = (). Conform lemei 1.3, exista f € E’ astfel
incat

f(z) <0 Vze(,

adica

flz) < fly) Vee A, VyeB.

Fixam a € R astfel incat

Sup,ea f(r) < a <Infyep f(y).

Evident, hiperplanul de ecuatie [f = a] separa multimile A gi B in sens
larg.
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e Teorema 1.7 (Hahn-Banach, a doua forma geometrica). —
Fie A C F si B C F doua multimi convexe, nevide si disjuncte.
Presupunem ca A este inchisa si B este compacta. Atunci exista
un hiperplan inchis care separa multimile A si B in sens strict.

DEMONSTRATIE. — Pentru € > 0 definim A. = A+ B(0,¢) si B. =
B+ B(0,¢e). Multimile A, si B. sunt convexe, deschise gi nevide. In plus,
pentru ¢ > 0 suficient de mic, A. si B. sunt disjuncte (daca nu, exista
sirurile €,, — 0, x,, € A 5i y, € B astfel incat ||z, — y,|| < 2,; am putea
apoi extrage un subsir y,, — y € AN B). Conform teoremei 1.6, exista
un hiperplan inchis de ecuatie [f = «] care separa multimile A, si B: in
sens larg. Avem agadar

flx+ez) <a< fly+ez) Vee A, VYye B, Vze B(0,1).
Rezulta ca
f@)+elfl<a<fly)—clfl, VeeA VyeB.

Deducem de aici ca A si B sunt separate In sens strict de hiperplanul

[f = a] deoarece ||f|| # 0.

REMARCA 4. — Fie A C F si B C E doua multimi convexe nevide
astfel incat AN B = (). Fara o ipotezd suplimentara este in general
imposibil de a separa multimile A si B in sens larg printr-un hiperplan
inchis. Putem totusi construi un exemplu in care A si B sunt multimi
convexe si inchise, nevide, disjuncte astfel incat nu exista nici un hiper-
plan inchis care separda A si B in sens larg (a se vedea [EX]). Totusi,
daca E este finit dimensional, atunci putem intotdeauna separa in
sens larg doua multimi A §i B convexe, nevide si disjuncte (fara nici o
ipoteza suplimentaral); vezi [EX].

Incheiem aceasta sectiune cu un corolar foarte util atunci cand dorim
sa aratam ca un subspatiu vectorial este dens.

e Corolarul 1.8. — Fie F' C E un subspatiu vectorial astfel ca
F # E. Atunci existd f € F, f # 0 astfel incat

(f,xy=0 VzxeF
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DEMONSTRATIE. — Fie 7y € FE cu 7y ¢ F. Aplicdm teorema 1.7 cu
A=F i B = {x}. Existd deci f € E’, f # 0 astfel incat hiperplanul
de ecuatie [f = o] separd in sens strict multimile F si {zo}. Asadar

(f,x) <a < (f,z) VreckF

Rezulta ca (f,z) =0 Vx € F, deoarece \(f, ) < a pentru orice A € R.

e REMARCA 5. — Corolarul 1.8 este aplicat adesea pentru a arata ca
un subspatiu vectorial F' C E este dens. Pentru aceasta consideram o
functionala liniara si continua astfel incat f = 0 pe F' i demonstram
ca f este identic nula pe E.

I.3 Introducere in teoria functiilor convexe conju-
gate

Incepem cu cateva preliminarii despre functiile inferior semicontinue si
functiile convexe.

In aceasta sectiune vom considera functii ¢ definite pe o multime F
cu valori in (—oo, +o0], deci ¢ poate lua valoarea +oo (dar valoarea —oo
este exclusa). Notam prin D(p) domeniul lui ¢, adica

D(p) = {zx € E; p(x) < +oo}.

Notatie: Epigraful lui ¢ este multimea
epip = {[z,\] € Ex R; p(x) < A}°).

Presupunem acum ca E este un spatiu topologic. Reamintim ur-
matoarea
Definitie. — O functie ¢ : F — (—00,+00| se numeste inferior

semicontinua (i.s.c.) daca pentru orice A € R multimea

[o <Al ={z € E; o(r) <A}

6Insistam asupra faptului ci R = (—00,00) si ci, in cazul nostru, A nu poate lua
valoarea 0.
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este Inchisa.

Prezentam in continuare cateva proprietati ale functilor i.s.c. (vezi
Choquet [1] sau Dixmier [1]):

(a) Daca ¢ este i.s.c. atunci epi este inchisa in £ x R, si reciproc.

(b) Daca ¢ este i.s.c., atunci pentru orice x € F i pentru orice € > 0
exista o vecinatate V' a lui x astfel incat

p(y) > p(x) —e YyeV;

si reciproc.
In particular, daca ¢ este i.s.c. si (z,) este un sir in F astfel incat
x, — x, atunci
liminf p(z,) > ¢().
(c) Daca o1 si @9 sunt i.s.c. atunci ¢ + s este i.s.c.
(d) Daca (¢;)icr este o familie de functii i.s.c. atunci anvelopa su-
perioara a acestei familii este i.s.c., adica functia ¢ definita prin

p(r) = Sup;e; pi(z)

este i.s.c.
(e) Daca E este compacta si ¢ este i.s.c. atunci ¢ ii atinge marginea
inferioara in F.

Presupunem acum ca E este un spatiu vectorial. Reamintim

Definitie. — O functie ¢ : E — (—00,4+00] se numeste convexa
daca

ot + (1 —t)y) <tp(z)+ (1 —t)ply) Yr,ye E, Vte(0,1).

Vom utiliza cateva proprietati elementare ale functiilor convexe:

(a) Daca ¢ este o functie convexa, atunci epi ¢ este o multime convexa
in F x R; si reciproc.

(b) Daca  este o functie convexa, atunci, pentru orice A € R multimea
[ < A] este convexa; reciproca nu este adevarata.

(c) Daca ¢; si @9 sunt convexe, atunci ;1 + 9 este convexa.

(d) Daca (g;)ier este o familie de functii convexe, atunci anvelopa
superioara a acestei familii este, de asemenea, convexa.
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Presupunem in cele ce urmeaza ca E este un s.v.n.

Definitie. — Fie ¢ : E — (—o00, 4+00] astfel incat ¢ # +oo (adica
D(p) # (). Definim functia conjugatd a lui ¢ prin ¢* : E' —
(=00, +o0] (7)

0" (f) = Supeep {{f,2) —p(x)} (f € E').

Observam ca ¢* este convexa gi i.s.c. pe E'. Intr-adevar, pentru orice

x € F fixat, aplicatia f — (f,z) —p(x) este convexa gi continua (deci
i.s.c.) pe E'. Rezulta ca anvelopa superioara a acestor functii (cand z
parcurge F) este convexa si i.s.c.

Propozitia 1.9. — Presupunem ca ¢ : E — (—o00,+0] este
convexa, i.s.c. §i p # +o0o0. Atunci p* # 400, si, in particular, ¢
este marginita inferior de o functie continua afina.

DEMONSTRATIE. — Fie zg € D(¢p) si fie A\g < ¢(x). Aplicim teorema
1.7 (Hahn-Banach, a doua forma geometrica) in spatiul £ x R cu A =

epip si B = {[zo, Ao}

Deci exista un hiperplan inchis H = [® = a] in ' x R care separa
strict multimile A si B. Observam ca aplicatia z € FE +— ®([z,0]) este o
functionala liniara si continua pe F si deci ®([z,0]) = (f, z), pentru un
anume f € E'. Punand k = ([0, 1]) avem

O([z,\]) = (f,z) + kX V[z,\] € E xR.
Scriind ca ® > a pe A si ¢ < a pe B obtinem
(f,x) + kA >, V[z, A €epip

si
<f, I0> + ]{f)\o < .

In particular, avem

(11) (f,z) + ko(r) >a Yz e D(p)

Tp* se numeste uneori transformata Legendre a lui (.
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si deci
(fs20) + kp(z0) > a0 > (f, 0) + kAo

Rezulta k > 0. Deducem din (11) ca
1 o
(=32 —pla) <—o Vo e D(p)

1
si deci 90*(—%]?) < 4o00.

Definim acum, daca ¢* # +o0, aplicatia ¢** : E” — (—o00, +00] prin

() = Supsep {(f,2) —¢"(f)} (v € E).

e Teorema I1.10 (Fenchel-Moreau). — Presupunem ca ¢ : £ —
(—o0, +o¢| este convexa, i.s.c. si ¢ Z +00. Atunci ¢** = ¢.

DEMONSTRATIE. — Procedam in doua etape:
Etapa 1: Presupunem, in plus, ca ¢ > 0 si afirmam ca ¢** = ¢.

*x

Observam mai intai ca ™ < ¢; intr-adevar, din definitia lui ¢*, este

evident ca

(f,2) —¢*(f) < plx) Vo€ E, VfeF.

Pentru a demonstra ca ¢™* = ¢ rationam prin absurd si presupunem
ca o™ (xg) < ¢(xp), pentru un anume zo € E. Este posibil si avem
o(xy) = 400, dar Intotdeauna ¢**(xy) < +oo. Aplicam teorema 1.7
(Hahn-Banach, a doua forma geometrica) in spatiul £ x R cu A = epip
si B = [zg, " (x0)]. Asadar, existai—ca in demonstratia propozitiei 1.9
~f € FE keRsiaeR astfel incat

(12) (fix) + kA >a V[z,\] €epip

(13) (f,xo) + ko™ (x0) < a.

Rezulta £ > 0 (in (12) fixam x € D(y) si luam A\ = n — +00). [Aici nu
putem concluziona —ca in demonstratia propozitiei 1.9 —ca avem k > 0;

4

am putea avea k = 0 — care corespunde unui hiperplan “vertical” H in

E x R].
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Fie € > 0; deoarece ¢ > 0 avem, conform (12),

(f,x) +(k+e)p(r) >a Yre D(p).

. / o
o | — < - .
k+e k+e¢

Conform definitiei lui ¢**(z¢) rezulta ca

Deci

f a
ekl s

o) > (- ) - o (L) 2

Prin urmare
(o) + (k+ €)™ (30) = @ Ve >0

care contrazice (13).

Etapa 2: Cazul general. Fixdm fo € D(¢*) (D(¢*) # 0, conform
propozitiei 1.9) si definim

?(x) = p(z) = (fo, 2) + ¢ (fo)-

Deci @ este convexa, i.s.c., P # +oo si > 0. Stim din Etapa 1 ca
()* = ». Calculam acum (p)* si (p)™*. Avem

@) (f) = &"(f + fo) — ¥ (fo)

si
(@) (x) = ¢ () = (fo, 2) + " (o).
Rezulta ca o™ = .

UN EXEMPLU. — Consideram ¢(z) = ||z||. Este ugor de verificat ca

0 daca [|f]| <1
v (f) =
+oo  daca ||f|| > 1.

Deci

©**(x) = Sup <1 (f, x).
fer’
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Scriind egalitatea

v =@
regasim (partial) corolarul 1.4.

Incheiem acest capitol cu o alta proprietate a functiilor convexe con-
jugate.

* Teorema 1.11 (Fenchel-Rockafellar). — Fie ¢ si ¢ functii
convexe. Presupunem ca exista zo € D(¢) N D(v) astfel incat ¢
este continua in z,. Atunci

Infiep {¢(x) + ()} = Supsep {—¢"(=f) —¥"(f)}
= MaXfeE/{—QO*(—f) - W((f)}

Demonstratia teoremei .11 face apel la

Lema 1.4. — Fie C C FE o multime convexa; atunci IntC' (®)
este o multime convexa. Daci, in plus, Int C' # () atunci

C=IntC.

Pentru demonstratia lemei 1.4 citam L. Schwartz [2], Bourbaki [1].

DEMONSTRATIA TEOREMEI [.11. — Fie
a = Infoep {p(x) +1(x)}

b= Supsep {—¢"(~f) — ()}

Se verifica cu usurinta ca b < a. Daca a = —o0o, concluzia teoremei 1.11
este evidenta.
Presupunem acum ca a € R. Notam

C = epip.

Este evident ca Int C' # () (deoarece ¢ este continud in xy). Aplicam
acum teorema (Hahn-Banach, prima forma geometrica) cu A = Int C si

B=A{[z,\]€e ExR; A<a—y(x)}.

8Int C reprezint interiorul lui C.
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A si B sunt convexe si nevide. Mai mult, AN B = (J; intr-adevar, daca
[z, A\] € A, atunci
A>o(x) 2 a—y(z)

(din definitia lui a) — si deci [z, A\] ¢ B. Exista deci un hiperplan inchis
H care separa A si B in sens larg. Rezulta ca H separa in sens larg si
multimile A si B, conform lemei 1.4. Deci existd f € B/, k€ Rsia € R
astfel incat hiperplanul H = [® = «] separd in £ x R multimile C si B,

unde
O([z,A\]) = (f,x) + kA V[z,\] € ExR.
Deci
(14) (fix) + kA >a Vz,\ e,
(15) (f,x) + kA <a V[z,)\ €B.

Alegand = = z si luand A — 400 in (14) observam ca avem k > 0.
Afirmam ca, de fapt

(16) k> 0.

Reamintim ca ® # 0, ceea ce inseamna ca ||f|| + |k| # 0. Presupunem,
prin absurd, £ = 0. Din (14) si (15) rezulta ca

(fz) 2 a Vze D(p)

(f,r) <a Vxe D).

Dar B(xg,e0) C D(p) pentru gy > 0 suficient de mic, deci
(f,xo+e0z) > a Vze B(0,1).
Rezulta ca (f, z0) > o+ || f||. Pe de alta parte,
(fymo) <a  deocarece xzg € D(1).

Deci f = 0, ceea ce este absurd (deoarece k = 0). Am demonstrat astfel
(16).
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Din (14) si (15) deducem ca

deci

Pe de alta parte (conform definitiei lui b),

()=

Deducem ca

Un exemplu. - Fie K C F o multime convexa si nevida. Fie

0 dacaz e K

+00 daca x ¢ K.

I se numeste functia indicatoare a lui K. Observam ca [k este
convexa, i.s.c §i [ #Z +00. Functia conjugata (Ix)* se numeste functia
de suport a lui K. Aratam ca pentru orice xg € E avem

(17) dist (zg, K) = Infoei||x — 20| = Sup fep {{f, x0) — Ix(f)}

IIFiI<t

Intr-adevar, avem

Infeer|lz — zol| = Infrep{p(z) + ()}

cu
p(r) = llz — ol st ¥(z) = Ix(z).
Aplicand teorema I.11 obtinem (17).
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REMARCA 6. — Relatia (17) poate oferi informatii interesante in cazul
in care Inf,ck ||z — 2o|| nu este atins (a se vedea [EX]).

Teoria suprafetelor minimale ofera un cadru foarte instructiv in care
problema initiala (adicd Inf,.cp{¢(z) + ¢ (z)}) nu are (in general)
solutie, in timp ce problema duala (adica Maxsep {—¢*(—f)—¢*(f)})
are o solutie; vezi Ekeland—Temam [1].

I.4 Comentarii asupra capitolului I

1) Generalizari si variante ale teoremelor Hahn-Banach.

Prima forma geometrica a teoremei Hahn-Banach se extinde la spatii
vectoriale topologice generale. A doua forma geometrica se extinde la
spatii local convexe — spatii care joaca un rol important, de pilda in
teoria distributiilor (vezi L. Schwartz [1]). Cititorul interesat poate
consulta i N. Bourbaki [1], Kelley-Namioka [1], G. Choquet [2] (Vol. 2)
si Taylor-Lay [1].

2) Aplicatii ale teoremelor Hahn-Banach.

Teoremele Hahn-Banach au aplicatii numeroase si variate. Iata doua
exemple:

a) Teorema Krein-Milman

Reamintim mai intai cateva definitii. Fie £ un s.v.n. si fie A C F.
Anvelopa convexa inchisa a lui A—notata prin conv A—este cea mai
mica multime convexa si inchisa care contine A. Fie K C E o multime
convexa. Spunem ca x € K este extremal daca x nu poate fi scris ca o
combinatie convexa de doua puncte g, z; € K, adica x # (1 —t)xo+ 1tz
cute (0,1), si xg # x1.

e Teorema 1.12 (Krein-Milman). - Fie K C E o multime
convexa si compacta. Atunci K coincide cu anvelopa convexa
si inchisa a punctelor sale extremale.

Teorema Krein-Milman are numeroase aplicatii i generalizari (teo-
rema de reprezentare integrala a lui Choquet, teorema lui Bochner, teo-

rema lui Bernstein, etc.). Asupra acestui subiect se pot consulta Bour-
baki [1], Choquet [2] (Vol. 2), Phelps [1], Dunford-Schwartz [1] (Vol. 1),
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Rudin [1], Larsen [1], Kelley-Namioka [1], Edwards [1], Dellacherie-Meyer
[1] (Cap. X), Taylor-Lay [1], Diestel [2] si [EX].

b) Teoria ecuatiilor cu derivate partiale

Mentionam, in particular, existenta unei solutii elementare pen-
tru orice operator diferential P(D) cu coeficienti constanti (teorema
Malgrange-Ehrenpreis); vezi Hormander [1], Yosida [1], Rudin [1],
Treves [2], Reed-Simon [1] (Vol. 2). In acelasi spirit, mentionam demon-
stratia existentei unei functii Green pentru Laplacian prin metoda
lui Garabedian si Lax; vezi Garabedian [1].

3) Functii convexe.

Teoria functiilor convexe si problemele de dualitate s-au dezvoltat
considerabil in ultimele decenii; vezi Moreau [1], Rockafellar [1],
Ekeland-Temam [1]. Printre aplicatii citam:

(a) Teoria jocurilor, economie, optimizare, programare converd; vezi
Aubin [1], [2], Karlin [1], Balakrishnan [1], Barbu-Precupanu [1], Moulin-
Fogelman [1], Stoer-Witzgall [1].

(b) Mecanica;, vezi Moreau [2], Duvaut-Lions [1], Germain [1], arti-
colul Temam-Strang [1] si comentariile lui Germain care urmeaza dupa
acest articol. Notam si utilizarea dualitatii intr-o problema ce intervine
n fizica plasmei (vezi Damlamian [1] si referintele citate).

(¢) Teoria operatorilor monotoni si a semigrupurilor neliniare, vezi
Brezis [1].

(d) Probleme variationale legate de solutii periodice pentru sistemele
hamiltoniene si ecuatiile neliniare ale coardelor vibrante; vezi lucrarile
recente ale lui Clarke, Ekeland, Lasry, Brezis, Coron si Nirenberg (citam
Clarke-Ekeland [1], Brezis-Coron-Nirenberg [1] si referintele acestor arti-
cole).

4) Prelungirea operatorilor liniari gi continui.

Fie F si F spatii Banach si fie G C E un subspatiu vectorial inchis.
Fie g : G — F un operator liniar si continuu. Ne putem pune intrebarea
de a sti daca exista un operator liniar si continuu f : £ — F care
prelungeste g. Corolarul 1.2 rezolva aceasta problema doar daca F' = R.
Raspunsul este afirmativ in unele cazuri:

a) Daca dim F' < oo, se poate alege o baza in F' si aplicam corolarul
.2 fiecarei componente a lui g.
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b) Daca G admite un suplement topologic (vezi capitolul I1); aceasta
se intampla, de exemplu, daca dim G < oo sau daca codim G < oo sau
daca E este un spatiu Hilbert. Raspunsul este negativ in cazul general,
chiar daca E si F' sunt spatii reflexive (vezi [EX]).

Bineinteles, ne putem intreba daca exista o prelungire f a lui g astfel
incat || fllze,r) = 9]z F). Aceasta este o problema dificila.



Capitolul I1

TEOREMELE LUI
BANACH-STEINHAUS SI A
GRAFICULUI INCHIS. RELATII DE
ORTOGONALITATE. OPERATORI
NEMARGINITI. NOTIUNEA DE
ADJUNCT. CARACTERIZAREA
OPERATORILOR SURJECTIVI

II.1 Lema lui Baire

Urmatoarea lema este un rezultat clasic ce joaca un rol esential in de-
monstratiile din capitolul II.

Lema II.1 (Baire). — Fie X un spatiu metric complet. Fie
(X3)n>1 un sir de multimi inchise in X. Presupunem ca

Int X, =0 pentru orice n > 1.

Atunci
o0
Int (U Xn> 0.
n=1
REMARCA 1. — Lema lui Baire este in general utilizata in forma

urmatoare. Fie X un spatiu metric complet nevid. Fie (X,,),>1 un sir
de multimi inchise astfel incat

U X, = X.
n=1

32
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Atunci exista ng astfel incat Int X,,, # 0.

DEMONSTRATIE. — Fie O, = X;. Rezulta ca O, este o mulfime
deschisa si densa. Este suficient sa demonstram ca G = 2, O,, este
densa in X. Fie w o multime deschisa si nevida in X; vom demonstra ca
wNG #0.

Notam

B(z,r) ={y € X; d(y,x) <r}.

Alegem xg € w si 19 > 0 astfel incat
B(zg,70) C w.

Alegem apoi x1 € B(xg,79) N Oq si r1 > 0 astfel incat

B(ZL’l,Tl) C B(l’o,?”()) N Oy

To
O<r < —.
1>

Aceasta alegere este posibila deoarece O; este deschisa si densa. Con-
struim astfel prin recurenta doua siruri (z,,) si (r,) astfel incat

B(zpi1,7ns1) C B(xp, 1) NOpy1, Yn >0

,
0<rpy < 5"

Rezulta ca (z,) este un gir Cauchy; fie z, — ¢. Intrucat z,,, € B(z,,
r,) pentru orice n > 0 si pentru orice p > 0, obtinem prin trecere la
limita (cand p — 00):

€ B(xp,mn), Yn>0.

In particular, / € w N G.

II.2 Teorema lui Banach-Steinhaus

Notatie. — Fie E si F' doua spatii vectoriale normate. Notam prin
L(E, F) spatiul operatorilor liniari si continui de la £ in F' inzestrat
cu norma

1T z(z,r) = Sup oce || Tx|.
llzll<1
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Notam L(E) = L(E, E).
e Teorema II.1 (Banach-Steinhaus). — Fie E si F' doua spatii

Banach. Fie (7});c; o familie (nu neaparat numarabila) de oper-
atori liniari si continui de la £ in F. Presupunem ca

1) Sup,e;|Tia| < 00 V€ .
Atunci
(2) Supier || T3l e,y < 00

Cu alte cuvinte, exista o constanta c astfel incat
|Tix|| < c||lz|| VzeE, Viel.

REMARCA 2. — In literatura americana teorema II.1 este adesea
cunoscuta sub numele de Principiul Marginirii Uniforme, ceea ce
exprima cat se poate de bine continutul rezultatului: se deduce o esti-
mare uniforma pornind de la estimari punctuale.

DEMONSTRATIE. — Pentru fiecare numar intreg n > 1, fie
X,={z€B Viel, |Ta|<n}

Deci X, este inchisa si, conform (1),

U X, =E.

n=1
Din lema lui Baire rezulta ca Int (X,,,) # 0, pentru un anumit ng > 1.
Fie xy € E si r > 0 astfel incat B(xg,r) C X,,. Avem

|Ti(zo+r2)|| <nog Viel, Vze B(0,1).
De aici rezulta ca
N Till ez, ey < mo + | Tixo|

ceea ce implica (2).

Prezentam in cele ce urmeaza cateva consecinte imediate ale teoremei
lui Banach-Steinhaus.
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Corolarul 11.2. — Fie E si F' doua spatii Banach. Fie (7,) un
sir de operatori liniari si continui de la F in F astfel incat pentru

orice x € E, T,z converge (cand n — o) la o limita notata cu
Tx.
Atunci

(@) Sup, | Tullemr) < 00
(b) T eL(E,F)
() NT|ee,r < liminf, o |10 28, F)-

DEMONSTRATIE. — (a) rezulta direct din teorema II.1. Exista deci o
constanta c astfel incat

IT.x|| <c|x|| Vn, VxekFE.
Prin trecere la limita obtinem
|Tx|| <clz|| VzekFE.

Pe de alta parte, este evident ca 7' este liniar, de unde obtinem (b).
Pe de alta parte,

[Tazll < [ Talleemllzll Vo e E,

de unde rezulta (c).

e Corolarul I1.3. — Fie G un spatiu Banach si fie B o submultime
a lui G. Presupunem ca pentru orice

(3) fe€G, multimea f(B) = J(f, z) este mirginitd (in R).

z€eB

Atunci
(4) B este marginita.

DEMONSTRATIE. — Aplicam teorema II.1 cu £ = G, F = R si
I = B. Pentru fiecare b € B, fie

Ty(f) = (f,b), feE=G"\
Din ipoteza rezulta ca

Sup,es|Th(f)| < 00 Vf € E.
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Conform teoremei I1.1, exista o constanta c astfel incat
(Lol <cfl vfeG& vbeB.
Deci (folosind corolarul 1.4)

o] < ¢ Vbe B.

REMARCA 3. — Pentru a verifica faptul ca o multime este marginita
este suficient de a o “privi” prin comportamentul tuturor formelor liniare
si continue; agsa procedam in general in dimensiune finita utilizand com-
ponentele unei baze. Corolarul 1.3 inlocuieste in dimensiune infinita
apelarea la o baza. Putem exprima concluzia corolarului II.3 spunand ca
“slab inchisa” = “tare inchisa”.

Avem urmatorul enunt “dual” al corolarului II.3:

Corolarul I1.4. — Fie G un spatiu Banach si fie B’ o submul-
time a lui G'. Presupunem ca pentru orice

(5) 2 € G multimea (B',z) = | J (f,z) este mirginita (in R).
fep’

Atunci
(6) B’ este marginita.

DEMONSTRATIE. — Aplicam teorema II.1 pentru £ = G, F = R i
I = B’. Pentru orice b € B’, fie

Ty(x) = (b,z) (xr € G=E).
Deducem de aici si din ipoteza ca exista o constanta c astfel incat
(b, z)| < c|z|]] Vbe B', Vred.

Deci (folosind definitia normei duale)

bl < ¢ Wbe B
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I1.3 Teorema aplicatiei deschise si teorema graficu-
lui inchis

Rezultatele fundamentale urmatoare sunt datorate lui Banach.

e Teorema II.5 (Teorema aplicatiei deschise). — Fie F si
F' doua spatii Banach si fie 7" un operator liniar, continuu si
surjectiv de la F/ in F.

Atunci exista o constanta ¢ > 0 astfel incat

(7) T(Bg(0,1)) > Br(0,c).

REMARCA 4. — Proprietatea (7) antreneaza faptul ca T' transforma
orice deschis din E intr-un deschis din F' (de unde numele acestei
teoreme!). Intr-adevar, fie U o multime deschisa din F; sa aratam ca
T(U) este deschisa. Fie yo € T(U), deci yo = Tz, cu zp € U. Fier >0
astfel incat B(xzo,r) C U, adica xy + B(0,7) C U. Rezulta ca

yo +T(B(0,r)) CcT(U).
Deci, din (7),
T(B(0,r)) D B(0,rc)
si, In consecinta,
B(yo,rc) C T(U).
Din teorema I1.5 deducem imediat

e Corolarul I1.6. — Fie E si F spatii Banach si fie T un
operator liniar, continuu si bijectiv de la F in F. Atunci 7!
este continuu de la F' in FE.

DEMONSTRATIA COROLARULUI II.6. — Relatia (7) exprima faptul
ca pentru orice x € E cu |Tz| < ¢, avem ||z|| < 1. Prin omogenitate
rezulta ca

1
|z]| < - |Tz||  Vae€E,
deci T~! este continuu.

e REMARCA 5. — Fie E un spatiu vectorial inzestrat cu doua norme
|z||1 si ||x]|2. Presupunem ca E inzestrat cu fiecare dintre aceste norme
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este un spatiu Banach. Presupunem in plus ca exista o constanta C' > 0
astfel incat
[zl < Cllzfly Vz € E.

Atunci exista o constantd ¢ > 0 astfel incat
lz|l; <c|lz]l, VreE.

Altfel spus, cele doua norme sunt echivalente. Pentru aceasta este
suficient sa aplicam corolarul I1.6 cu

DEMONSTRATIA TEOREMEI II.5. — Demonstratia se face in doua
etape:

Prima etapa. — Fie T un operator liniar si surjectiv de la £ in F.
Atunci exista o constanta ¢ > 0 astfel incat

(8) T(B(0,1)) > B(0,2¢).

DEMONSTRATIE. — Fie X,, = nT(B(0,1)). Deoarece T este surjec-

(o]
tiv, avem U X, = F i, conform lemei lui Baire, exista ng astfel incat

Int (X,,) 72:@1 Rezulta ca

Int [T(B(0,1))] # 0.
Fie ¢ > 0 si yo € F astfel incat
(9) B(yo, 4c) € T(B(0,1)).
In particular, yo € T(B(0,1)) si, prin simetrie,
(10) —yo € T(B(0,1)).

Adunénd (9) si (10) obtinem

B(0,4¢) c T(B(0,1)) + T(B(0, 1)).

In sfarsit, deoarece T'(B(0,1)) este convexa, avem

T(B(0,1)) +T(B(0,1)) =27(B(0,1)),
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de unde rezulta (8).

Etapa a doua. — Presupunem ca 7" este un operator liniar si continuu
de la E in F care verifica relatia (8). Atunci avem

(11) T(B(0,1)) > B(0,c).

DEMONSTRATIE. — Fixam y € F cu |ly|]| < ¢. Cautam z € E astfel
incat
|lz|| <1 st Tz=uy.

Conform (8), stim ca

>

1
(12) Ve >0 3Jz€ FE culz| <3 i |ly—Tz| <e.
Alegand € = ¢/2 obtinem z; € E astfel incat
1 . c
21| < 5 9 ly =Tz < 5

Cu aceeasi constructie aplicata lui y — T'z; (in locul lui y) si cu € = ¢/4,
obtinem z, € E astfel incat

1 . c
ool <5 sy =Ta) = Toal < 5.

Prin recurenta construim astfel un sgir (z,,) astfel incat

C

on Vn.

1 )
l|zn]] < T si |ly=T(z14+ 224+ ...+ 2,)| <

Deci sirul x,, = 21+ 29+ - -+ 2, este un sgir Cauchy. Fie x,, — z. Evident,
|z|| < 1siy=Tx (deoarece T este continuu).

e Teorema I1.7 (Teorema graficului inchis). — Fie F si F' spatii
Banach. Fie T un operator liniar de la F in F'. Presupunem ca
graficul lui 7'y, G(T'), este inchis in £ x F. Atunci

T este continuu.

REMARCA 6. — Bineinteles, reciproca este adevarata, pentru ca orice
aplicatie continua (liniara sau neliniara) are graficul inchis.
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DEMONSTRATIA TEOREMEI I1.7. — Aplicam remarca 5. Consideram
pe E normele

lzlly = llzlle + 1Tl () st llzllz = llz)le.

Cum G(T) este inchis, rezulta ca E inzestrat cu norma || ||; este un spatiu
Banach. Pe de alta parte, ||z||2 < ||z]|;. In consecinta, cele doua norme
sunt echivalente, deci exista o constanta ¢ > 0 astfel incat ||z]|; < c[|z]]2.
Deci || Tx||F < ¢|z||g-

I1.4 x Suplementul topologic. Operatori inversabili
la dreapta (resp. la stanga).

Incepem prin a descrie cateva proprietati geometrice ale subspatiilor
inchise ale unui spatiu Banach, care rezulta din teorema aplicatiei de-
schise.

* Teorema I1.8. — Fie F un spatiu Banach. Fie G si L doua
subspatii vectoriale inchise astfel incat

G + L este inchis.

Atunci exista o constanta C > 0 astfel incat

(13) orice z € G + L admite o descompunere de forma
z=rtycuzeCGycl|z| <Oz syl <Oz

DEMONSTRATIE. — Consideram spatiul produs G x L inzestrat cu
norma

[,y = Nl + [yl

si spatiul G + L cu norma indusa de E. Aplicatia T': G x L — G + L
definita prin T'[x, y] = x + y este continua, liniara si surjectiva. Conform
teoremei aplicatiei deschise, exista o constanta ¢ > 0 astfel incat orice

I Aceastd norms se numeste norma grafului.
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z € G+ L cu ||z]| < ¢ se poate scrie sub forma z = 2 +y, cu x € G,
y € Lsi||z|| + ||ly|| < 1. Prin omogenitate, orice z € G + L se scrie

. 1
z=atycureGye Lo+ |yl <]

* Corolarul I1.9. — Presupunem satisfacute ipotezele teore-
mei I1.8. Atunci exista o constanta C astfel incat

(14) dist (z,G N L) < C[dist (z,G) +dist (x,L)] Vz € E.

DEMONSTRATIE. — Fie x € E'gi ¢ > 0. Atunci existaae Ggibe L
astfel incat

|z —al|| < dist (z,G) +¢, |lx—20| <dist(z,L)+e.

Proprietatea (13) aplicata lui z = a — b arata ca exista @’ € G si b € L
astfel incat

a—b=d+V, [ld]| < Clla—=bll, 0] < Clla—b].

Rezulta ca a —ad' € GN L i

dist (z,GNL) < |z —(a—d)| <z —al+ ]
<z —a| + Clla =b[| < |z — all+
Cllz — all + ||z —0]|)
< (1+ O)[dist (z,G) + dist (z, L)] + (1 4+ 2C)e.

Deducem de aici relatia (14) trecand la limita cu e — 0.

REMARCA 7. — Reciproca corolarului I1.9 este adevarata: daca G si
L sunt subspatii inchise care verifica (14), atunci G 4 L este inchis (vezi

[EX]).

Definitie. — Fie G C E un subspatiu inchis al unui spatiu Banach
E. Un subspatiu L C E se numeste suplement topologic al lui G daca:

(1) L este inchis

(it) GNL={0} siG+ L =E.
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In acest caz, orice z € E se scrie in mod unic sub forma z = x + y,
cux € Ggiy € L. Rezulta din teorema I1.8 ca proiectorii z — x si
z — y sunt operatori liniari si continui. (Aceasta proprietate ar putea
servi ca definitie a suplementului topologic.)

EXEMPLE:
1) Orice subspatiu finit dimensional G admite un suplement topo-
logic. Intr-adevar, fie ey, es,...,e, 0 baza a lui G. Orice x € G se poate
n
scrie o = Z z;e;. Fie p;(x) = z;. Prelungim fiecare functionala ¢; la o

i=1
functionala liniara gi continua @; definita pe £ (conform teoremei Hahn-

Banach, forma analitica, mai precis corolarul 1.2). Se verifica cu ugurinta
n
cd L = ((%:)~'(0) este un suplement topologic al lui G.
i=1
2) Orice subspatiu inchis G de codimensiune finita admite un su-
plement topologic. Intr-adevar, este suficient sa alegem orice suplement
algebric al lui G. Acesta este automat inchis, fiind de dimensiune finita.
Iata un exemplu tipic care ilustreaza aceasta situatie. Fie N C E' un
subspatiu de dimensiune p. Atunci

G={zx€FE; (fxy=0 VfeN}

este un subspatiu inchis de codimensiune p. Intr-adevar, fie fi, fo, ..., f,
o baza a lui N. Atunci exista ey, e, ..., e, € E astfel incat

<fiaej> = 5@']’ V’l,j = 1,2, .., P.

[Consideram aplicatia $ : E — RP definita prin

err—><§(m) = ((f1,2), (fos 2}, ..., (fp, @)

Aplicatia ® este surjectiva — in caz contrar, conform teoremei Hahn-
Banach (a doua forma geometrica), exista @ = (o, aa, . .., a,) # 0 astfel
incat

Q

p
X q)(x) = <Zaszx> =0 Vze E7
i=1

ceea ce este absurd].
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Este usor de verificat ca vectorii (e;)1<;<, sunt liniar independenti si ca
spatiul vectorial generat de vectorii (e;)1<;<, este un suplement topologic
al lui G.

3) Intr-un spatiu Hilbert orice subspatiu inchis G admite un suple-
ment topologic (vezi capitolul V.2).

REMARCA 8. — Chiar in spatiile reflexive se pot construi subspatii
inchise care nu poseda nici un suplement topologic. Un rezultat remarca-
bil al lui Lindenstrauss si Tzafriri [1] afirméa ca orice spatiu Banach care
nu este izomorf cu un spatiu Hilbert are subspatii inchise fara suplement
topologic.

Fie T un operator liniar, continuu si surjectiv de la F in F'. Teorema
aplicatiei deschise arata ca

VfeF, Jrxek astfelincat Tx=f si |z|| <C|f|

Este natural sa ne intrebam daca putem construi un operator liniar si
continuu S de la F' in E astfel incat T oS = Idp. Spunem in acest caz
ca S este un invers la dreapta al lui 7.

* Teorema I1.10. — Fie T un operator liniar, continuu si
surjectiv de la F in F.

Urmatoarele proprietati sunt echivalente:

(1) T admite un invers la dreapta.

(i) N(T) = T7*(0) admite un suplement topologic in F.

DEMONSTRATIE.

(1) = (i1). Fie S un invers la dreapta al lui 7. Se verifica usor ca
R(S) = S(F) este un suplement topologic al lui N (7).

(i) = (i). Fie L un suplement topologic al lui N(7"). Notam cu
P proiectorul lui E pe L (P este un operator liniar si continuu). Fiind
dat f € F, notam cu x una dintre solutiile ecuatiei Tx = f si punem
Sf = Px; observam ca S este independent de alegerea lui x. Se verifica
usor ca S este un operator liniar, continuu gi ca 7' o §' = Idp.

REMARCA 9. — Putem construi exemple de spatii reflexive E si F' si de
operatori surjectivi care nu au invers la dreapta. Intr-adevar, fie G C E
un subspatiu inchis fara suplement topologic (remarca 8), F' = E/G si
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fie T' proiectia canonica a lui E pe F' (pentru definitie si proprietati ale
spatiului cat, vezi [EX]).

Prin analogie spunem ca S este un invers la stanga al lui 7" daca S
este un operator liniar si continuu de la ' in E astfel incat SoT = Idg.

* Teorema II.11. — Fie T un operator liniar, continuu si
injectiv de la F in F.

Urmatoarele proprietati sunt echivalente:

(1) T admite un invers la stanga.

(i1) R(T') = T(FE) este inchis si admite un suplement topologic
in F.

DEMONSTRATIE.

(1) = (7). Este usor de verificat ca R(T) este inchis gi ca N(S) este
un suplement topologic al lui R(T").

(7) = (i). Fie P un proiector continuu al lui F' pe R(T). Fie f € F’;
deoarece Pf € R(T), rezulta ca exista un unic € E astfel incat Tz =
Pf. Definim Sf = z. Este clar ca S oT' = Idg; pe de alta parte, S este
continuu, conform corolarului II.6.

I1.5 Relatii de ortogonalitate

Notatii. — Fie X un spatiu Banach.
Daca M C X este un subspatiu vectorial, punem

Mt ={fe X' (f,x)=0, Vze M}

Daca N C X’ este un subspatiu vectorial, punem

Nt={zeX; (f,z)=0 VfeN}.

Spunem ci M~ (resp. N*) este ortogonalul lui M (resp. N). Re-
marcam cd M~ (resp. N1) este un subspatiu vectorial inchis al lui X’
(resp. X).

Incepem cu un rezultat simplu:

e Propozitia 11.12. — Fie M C X un subspatiu vectorial.
Atunci

(MYLE =71,
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Fie N C X’ un subspatiu vectorial. Atunci
(NH* > N.

REMARCA 10. — Se poate intampla ca (N+)+ # N; a se vedea un
exemplu in [EX]. Vom vedea in capitolul I1I ca daca X este reflexiv atunci
(N+)t = N. Mai general, vom vedea ci daci X este un spatiu Banach
oarecare atunci (N1)+ coincide cu inchiderea lui N pentru topologia

o(X', X).

DEMONSTRATIA PROPOZITIEI I1.12. — Este clar ca M C (M*)* si,
intrucat (M1)+ este inchis, avem M C (M=+)*.

Invers, si aratam ca (M+)t C M. Rationam prin reducere la absurd
si presupunem ci exista zo € (M1)* astfel incat 2o ¢ M. Separam in
sens strict multimile {zo} si M printr-un hiperplan inchis. Existd deci
f € X' ¢l a € R astfel incat

(15) (f,x) <a<(f,zg) VreM.

Deoarece M este un subspatiu vectorial, rezulta ca (f,z) = 0 Vx € M.
Deci f € M*. Prin urmare (f,z9) = 0 — ceea ce contrazice (15).
De asemenea, este clar c& N C (N+)* gi deci N C (N4)*.

REMARCA 11. — Este instructiv sa se urmeze demonstratia de mai sus
pentru a incerca si se arate ca (N1)+ = N. Presupunem, prin absurd, ca
existd fo € (N1)1 astfel incat fy € N. Separim in sens strict multimile
{fo} si N printr-un hiperplan inchis in X’. Existd deci p € X" sia € R
astfel incat

o(f) <a<e(fo) VfeEN.

Avem, in plus, ¢(f) = 0, Vf € N, dar nu putem continua argumentul
decat daca, “prin hazard”, exista xzo € X astfel incat

o(f)=(fzo) VfeX
(este exact ce se intampla daca X este reflexiv!).

Propozitia 11.13. — Fie G si L doua subspatii inchise ale lui
X. Atunci

(16) GNL=(G+-+LH)*+
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(17) G NIt = (G+L)"

DEMONSTRATIE. — Justificarea lui (16). Este evident ca GN L C
(GH+LY)+; intr-adeviar, daca x € GNL i f € GH+ L+ atunci (f, z) = 0.
Invers, avem G+ C G+ + L+ si deci (G + LY)*+ € G* = G (remarcam
ca dacd Ny C N, atunci N3 C Nib); in mod similar, (G+ + L)+ C L.
Deci (G++ L) c Gn L.

Justificarea lui (17). Folosim acelagi argument ca in demonstrarea
relatiei (16).

Corolarul 11.14. — Fie G si L doua subspatii inchise ale lui
X. Atunci

(18) (GNL)Y*>G+H+ Lt

(19) (GrN LY =G+ L.

DEMONSTRATIE. — Se aplica propozitiile I11.12 si 11.13.
[ata acum un rezultat mai profund:

* Teorema II.15. — Fie GG si L doua subspatii inchise ale lui
X.

Proprietatile urmatoare sunt echivalente:

(a) G+ L este inchis in X

(b) G+ + L* este inchis in X’

() G+ L= (G-nLH)*t

(d) G* + L+ = (Gn L)

DEMONSTRATIE.

(a) <= (c) rezulta din (17).

(d) = (b) este evident.

Ramane agadar sa demonstram implicatiile (a) = (d) si (b) = (a).

(a) = (d). Conform (16), este suficient s& aratdm ca (G N L)+ C
G+ + L+, Fiind dat f € (GNL)*, consideram functionala ¢ : G+L — R
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definita dupa cum urmeaza. Pentru orice x € G + L, scriem x = a + b,
cua € G sibe L. Definim

p(a) = (f,a).

Evident, ¢ nu depinde de descompunerea lui = si ¢ este liniara. Pe de
alta parte (teorema IL.8), se poate alege o descompunere a lui z astfel
incat ||a|| < C||x| si deci

o(z)| < Cllzl| Ve e G+ L.

Prelungim ¢ la o functionala liniara si continua ¢ definita pe X. Obtinem
astfel

f=(-@+oaf-peG sigel
(b)) = (a). Stim deja, conform corolarului I1.9, ca exista o constanta
C astfel incat

(20)  dist(f, G* N L*) < O[dist(f, GF) +dist(f, LT)] Vf € X'
Pe de alta parte,

(21) dist(f,G) = Sup zeq (f,z) Vfe X'

ll=ll<1
[Aplicam teorema L11 cu p(x) = Ig, o) (®) — (f, 2) 51 ¢ (2) = I(z)]. In

mod similar, obtinem

(22) dist (f, L) = Sup 4er, (f,3) Vfe X

[l=f|<1

si, conform (17),

(23) dist (f, G*NL*Y) =dist(f, (G+L)") = Sup, a7z (f.2) VfeX.

=<1

Combinand (20), (21), (22) si (23) gisim

(24) Sup,cqrz (f,2) < C[Sup weq (f,2) +Sup 2cr (f,2)] Vfe X'

=<1 =<1 llzl<1

Rezulta din (24) ca

(25) B0 1)+ BL0.1) > é Bt (0,1).
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Intr-adevar, presupunem prin absurd ca exista zo € G + L cu

r .
||xo|| < o 8 ¢ B(0,1) + Br(0,1).
In acest caz s-ar putea separa in sens strict multimile {xo} si
Bg(0,1) + B (0,1) printr-un hiperplan inchis in X. Deci ar exista f €
X' g1 a € R astfel incat

(f,x) <a <(f,m) Vz€ Ba(0,1)+ Br(0,1).
In consecinta,

Sup zea (f,x) +Sup zer (f,x) < a < (f,zo),

[l=]I<1 [lz]|<1

ceea ce contrazice (24). Am stabilit astfel (25).
In sfarsit, consideram spatiul £ = G x L inzestrat cu norma

Iz, yl | = Maxt{lz[[, [ly[l}

si spatiul F' = G + L inzestrat cu norma lui X.
Aplicatia T : E — F definita prin T([x,y]) = x + y este liniara,
continua si, conform (25), stim ca

T(BE0,1) > Br (0.7

Deducem [a se vedea demonstratia teoremei I1.5 (teorema aplicatiei de-
schise), etapa a doua| ca

T(Bp(0,1)) > By (o, 21c> .

In particular, T este surjectiv de la X pe Y, adica G+ L =G + L.
I1.6 Introducere in teoria operatorilor liniari nemar-
giniti. Definitia adjunctului.

Definitii. — Fie E si F' doua spatii Banach. Se numeste operator
liniar nemarginit definit pe E cu valori in F' orice aplicatie liniara
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A: D(A) C E — F definita pe un subspatiu liniar D(A) C E cu valori
in F. D(A) se numeste domeniul lui A.
Spunem ca A este marginit daca exista o constanta ¢ > 0 astfel incat

JAull < cllul] Vu € D(A).

REMARCA 12. — Se poate Intampla ca un operator nemarginit sa fie
marginit. Terminologia nu este fericita, dar este raspandita in comuni-
tatea matematica si nu creeaza confuzii!

Precizam cateva notatii si definitii importante.

Graful lui A = G(A) = Uueplu, Au) C Ex F
Imaginea lui A = R(A) = Uyep) Au C F
Nucleullui A= N(A)= {ue D(A);Au=0} C E.

Definitie. — Un operator A se numeste inchis daca G(A) este o
multime inchisa in £ x F.

e REMARCA 13. — Pentru a demonstra ca un operator A este inchis
se procedeaza In general in modul urmator. Se considera un sir (u,) in
D(A) astfel incat u,, — w in E si Au, — f in F. Este vorba apoi de a
verifica doua lucruri:

(a) ue D(A)

(b) f = Au.

REMARCA 14. — Daca A este Inchis, atunci N(A) este inchis.

REMARCA 15. — In practica, majoritatea operatorilor nemarginiti
pe care 1i intalnim sunt inchisi si cu domeniul D(A) dens in E.

Definitia adjunctului A*. Fie A : D(A) C E — F un operator
liniar nemarginit cu domeniul dens. Definim operatorul nemarginit A* :
D(A*) C F' — E' dupa cum urmeaza. Fie mai intai

D(A*) ={v € F'; e > 0 astfel incat |(v, Au)| < c||ul| VYu € D(A)}.

Este evident ca D(A*) este un subspatiu vectorial al lui F’. Definim in
continuare A*v pentru v € D(A*). Fiind dat v € D(A*), consideram
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aplicatia g : D(A) — R definita prin

g(u) = (v, Au),u € D(A).
Avem

lg(w)| < cllul]  Vu € D(A).

Conform teoremei 1.1 (Hahn-Banach, forma analitica) stim ca exista f :
E — R o extensie a lui g astfel incat

|f(u)| < c|lu| YueE.

Rezulta ca f € E’. Remarcam ca extensia lui ¢ este unica deoarece f
este continua si D(A) este dens in E.
Fie
A v = f.
Este clar ca A* este liniar. Operatorul A* : D(A*) C F' — E' se
numeste adjunctul lui A. Avem, in consecinta, relatia fundamentala
urmatoare care leaga A si A*

(v, Au)pr p = (A*v,u)p g Yu € D(A), Vv e D(A*).

REMARCA 16. — Nu este necesar sa facem apel la teorema Hahn-
Banach pentru a prelungi g. Este suficient sa folosim prelungirea prin
continuitate a lui g (deoarece g este definita pe D(A), care este densa,
g este uniform continua si R este complet); a se vedea, de exemplu,
Choquet [1], teorema 20-14 in capitolul V.

* REMARCA 17. — Se poate intampla ca D(A*) sa nu fie dens in F”,
chiar daca A este inchis; a se vedea un exemplu in [EX]. Totusi se arata
ca daca A este inchis, atunci D(A*) este dens in F’ pentru topologia
o(F', F) definita in capitolul III; a se vedea [EX]. In particular, daca
F' este reflexiv, atunci D(A*) este dens in F’ pentru topologia uzuala
asociata normei; a se vedea cap. IIL.5.

e Propozitia I1.16. — Fie A : D(A) C E — F un operator
nemarginit cu domeniul dens. Atunci A* este inchis, adica G(A*)
este inchis in F’ x £
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DEMONSTRATIE. — Fie v, € D(A*) astfel incat v, — v in F’ si
A*v, — fin E'. Trebuie sa demonstram ca (a) v € D(A*) si (b) A*v = f.
Avem

(Un, Au) = (A%v,,u) Yu € D(A).

Prin trecere la limita obtinem
(v, Au) = (f,u) Yu € D(A).

Deci v € D(A*) (din definitia lui D(A*)) si A*v = f.

Grafurile lui A si A* sunt legate printr-o relatie de ortogonalitate
foarte simpla. Intr-adevar, consideram aplicatia J : F’' x £/ — E' x F’
definita prin

J([v, f1) = [= £, 0l.

Fie A: D(A) C E — F un operator nemarginit si dens definit. Atunci

J[G(A7)] = G(A)*

Intr-adevar, fie [v, f] € F' x E'; atunci
[v, f] € G(A*) <= (f,u) = (v, Au) Yu € D(A)

— —(f,u)+ (v,Au) =0 Yu € D(A)
— [-f,v] € G(A)™ .

Este comod sa introducem spatiul X = E x F' (deci X' = E' x F”)
si sa consideram subspatiile G = G(A) si L = E x {0} ale lui X. Putem
descrie N(A), N(A*), R(A) si R(A*) in functie de G i L.

Se verifica usor ca

(26) N(A) x {0} =GN L
(27) ExRA) =G+1L
(28) {0} x N(A*) =G+ n L+

(29) R(A) X F' =G+ + L+
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e Corolarul I1.17. — Fie A : D(A) C £ — F un operator
nemarginit, inchis si dens definit. Atunci

(i) N(A) = R(A")*

(ii) N(A*) = R(A)*

(iit) N(A)*t D R(A*)

(iv) N(A*)* = R(A).

DEMONSTRATIE. — (i) — Conform (29) avem
R(AY* x {0} = (G* + L*)* = G N L (conform (16))

= N(A) x {0} (conform (26)).

(i7) — Conform (27) avem
{0} x R(A)* = (G + L) = G N L* (conform (17))

= {0} x N(A*) (conform (28)).

(797) si (iv) rezulta direct din (i) si (éi), trecerea la ortogonal si
propozitia I1.12.

REMARCA 18. — Cu titlu de exercitiu, dati o demonstratie directa
a lui () si (é), fara a introduce G si L; a se vedea [EX].

REMARCA 19. — Se poate intampla, chiar daca A este un opera-
tor liniar si continuu de la £ in F' ca N(A)* # R(A*); a se vedea un
exemplu in [EX]. Totusi (cf. remarcii 10) se poate arita ca N(A)* co-
incide Intotdeauna cu inchiderea lui R(A*) pentru topologia o(E’, E); in

particular, daci F este reflexiv, avem intotdeauna N(A)+ = R(A*).

I1.7 Caracterizarea operatorilor cu imaginea inchisa.
Operatori surjectivi. Operatori marginiti.

* Teorema I1.18. —Fie A: D(A) C E — F un operator nemarginit,

inchis si dens definit. Urmatoarele proprietati sunt echivalente:
(1) R(A) este inchis

(i) R(A*) este inchis

(iii) R(A) = N(A*)*

(iv) R(A*) = N(A)*.
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DEMONSTRATIE. — Se reiau notatiile introduse in Cap. I1.6. De
aceea

(1) < G+ L este inchis in X (cf. (27))

(ii) < Gt + Lt este inchis in X’ (cf. (29))

(iti) & G+ L= (GtN LYYt (cf. (27) si (28))

(iv) < (GNL)t =G+ + L+ (conform (26) si (29)).

Concluzia rezulta apoi din teorema I1.15.

REMARCA 20. — Fie A: D(A) C E — F un operator nemarginit si
inchis. Atunci R(A) este inchis daca si numai daca exista o constanta C

astfel incat
dist (u, N(A)) < C||Au|| Yu € D(A);

a se vedea [EX].

Rezultatul care urmeaza este o caracterizare utila a operatorilor sur-
jectivi.

* Teorema I1.19. — Fie A : D(A) C E — F un operator
nemarginit, inchis si dens definit. Urmatoarele proprietati sunt
echivalente:

(a) A este surjectiv, adica R(A) = F,

(b) exista o constanta C' > 0 astfel incat

[o]l < CllA™]| - Vo € D(AY),

(¢) N(A*) ={0} si R(A*) este inchis.

REMARCA 21. — In practica, daca se doreste sa se arate ca operatorul
A este surjectiv, se utilizeaza implicatia (b) = (a) in felul urmator. Se
considera ecuatia A*v = f cu f € E’ gi se arata ca |[v|| < C||f|| (cu C
independenta de f). Aceasta tehnicd se numegte metoda estimarilor
a priori: nu ne preocupam sa stim daca ecuatia A*v = f are sau nu
o solutie; presupunem ca v este a priori o solutie a acestei ecuatii si
incercam sa estimam norma sa.

DEMONSTRATIE.

(a) = (c). Este o consecinta directa a corolarului I1.17 si a teoremei
IT.18.

(b) = (c) este evident (se rationeaza cu giruri Cauchy).
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(¢) = (b). Conform (28) si (29) avem G+ N L+ = {0} si G+ + L+ este
inchis. Se poate aplica teorema II.8: exista o constanta C' astfel incat
orice z € G+ + L+ se descompune in mod unic (deoarece G N L+ = {0})

in
z=a+b cu ac€G*H, be L, |a| <C|z|, |Ib]l < C|=].
Fie v € D(A*). Atunci z = [A*v,0] se scrie z = a + b cu
a=[A,—v] € GF & b=][0,v] € L.

Deci
[0l = [lv]| < Cllz]| = C[|A™]].

REMARCA 22. — Cu titlu de exercitiu, se poate demonstra implicatia
(a) = (b) printr-o altd metoda. Se poate demonstra — in ipoteza (a)
— ca multimea {v € D(A*);[|[A*v|| < 1} este inchisa in F”, cu ajutorul
teoremei Banach-Steinhaus.

Exista urmatorul rezultat “dual”:

* Teorema 11.20. — Fie A: D(A) C F un operator nemarginit,
inchis si dens definit. Urmatoarele proprietati sunt echivalente:

(a) A* este surjectiv, adica R(A*) = F/,

(b) exista o constanta C astfel incat

lul < CllAu] - Yu € D(A),

(¢c) N(A) ={0} si R(A) este inchis.

DEMONSTRATIE. — Este similara cu cea a teoremei 11.19. Cititorul
poate redacta detaliile cu titlu de exercitiu.

REMARCA 23. — Daca presupunem ca, fie dim £ < oo, fie ca dim F' <
00, atunci au loc echivalentele:

A surjectiv < A* injectiv

A* surjectiv < A injectiv.

Intr-adevar, R(A) si R(A*) au in acest caz dimensiune finita si sunt deci

inchise.
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In cazul general au loc doar implicatiile:
A surjectiv = A* injectiv

A* surjectiv = A injectiv.

Reciproca este falsa, aga cum o aratd urmatorul exemplu: fie £ = F = (2,

: ) ) 1
pentru orice x € (%, x = (1,),>1, asociem mulfimea Az = (mn> . Se
N n n>1

verifica ugor ca A* = A; A* (resp. A) este injectiv, dar A (resp. A*) nu
este surjectiv; R(A) (resp. R(A*)) este dens definit si nu este inchis.

Teorema I1.21. — Fie A : D(A) C £ — F un operator ne-
marginit, inchis si dens definit. Urmatoarele proprietati sunt
echivalente:

(1) D(A)=FE

(17) A este marginit

(1ii) D(A*) = F'

(iv) A* este marginit.

In aceste conditii avem

|Allzz,r) = [|A™] 2(rr 51y

DEMONSTRATIE. — (i) = (27) Se aplica teorema graficului inchis.

(1) = (iii) Se foloseste definitia lui D(A*).

(131) = (iv) Se aplica propozitia I1.16 si teorema graficului inchis.

* (iv) = (i) este mai delicat. Observam mai intai ca D(A*) este
inchis. Intr-adevar, fie v, € D(A*) astfel incat v, — v in F'. Avem

HA*(UTL - Um)” < CHUTL - UmH?

deci (A*v,) este convergent catre o limita f. Cum A* este inchis, v €
D(A*) ¢i A*v = f. In spatiul X = FE x F se considera subspatiile
G =G(A) si L ={0} x F, astfel ca

G+L=DA)xF s G'+L*=FE x D(A".

Deci G+ + L+ este inchis in X’. Teorema II.15 ne permite sa deducem
ca G + L este inchis, deci D(A) este inchis. Cum A este dens definit,
rezulta ca D(A) = E.
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Sa aratam in continuare ca ||Allzg,r) = [|A*]|2(pr,£r). Avem
(v, Au) = (A*v,u) Yu € E, Yv € F'.

Deci
(v, Aw)| < (| A |[[Jv][ |||

si

[Aul] = Supy <.l (v, Aw)] < [|A"][[Jul]
(conform corolarului 1.4). Prin urmare, ||A]| < ||A*]|. Inegalitatea con-
trara se deduce astfel:

[A™0]] = Supy, <[ (A0, w)| = Supy, <1 [(v, Aw)| < [|A]l[|v]].

In consecinta, ||A*|| < [|A]].

II.8 Comentarii asupra capitolului II

1) Se pot descrie in mod explicit cateva subspatii inchise care nu au
nici un suplement topologic. De exemplu, ¢y nu are nici un suplement
topologic al lui £ (vezi De Vito [1]); reamintim ca (> desemneaza spatiul
sirurilor z = (z,,) marginite in R si inzestrat cu norma ||z|| = Sup,,|z,]|,
iar ¢y este subspatiul inchis al sirurilor astfel incat lim,, .., z, = 0. Alte
exemple se gasesc in Rudin [1] (un subspatiu al lui L') sau in Kothe [1]
si Beauzamy [1] (un subspatiu al lui 7, p # 2).

2) Majoritatea rezultatelor din capitolul IT se extind la spatii Fréchet
(spatii local convexe, metrizabile, complete). Sunt posibile numeroase
generalizari; vezi, de exemplu, Schaefer [1], Horvath [1], Edwards [1],
Treves [1], [3], Kothe [1]. Aceste extensii sunt motivate de teoria dis-
tributiilor (vezi L. Schwartz [1]), unde multe spatii importante nu sunt
spatii Banach. Pentru aplicatii in teoria ecuatiilor cu derivate partiale
cititorul poate consulta Hormander [1], Treves [1], [2], [3].

3) In Kato [1] se gasesc cateva extensii ale rezultatelor din cap. I1.5.



Capitolul III

TOPOLOGII SLABE. SPATII
REFLEXIVE. SPATII SEPARABILE.
SPATII UNIFORM CONVEXE

III.1 Preliminarii asupra topologiei celei mai putin
fine care face continue toate aplicatiile unei
familii

Vom incepe cu cateva preliminarii de topologie generala. Fie X o multime
si (Y;)ier o familie de spatii topologice. Pentru fiecare i € I consideram
o aplicatie ¢; : X — Y.

Problema 1. — Sa se construiasca pe X o topologie astfel incat toate
aplicatiile (¢;);er sa fie continue. Daca este posibil, sa se construiasca
topologia cea mai putin fina 7, adica aceea cu cele mai putine
multimi deschise [altfel zis, topologia cea mai “economica’| care face
ca orice aplicatie p; sa fie continua.

Observam ca daca X este Inzestrat cu topologia discreta (adica orice
submultime a lui X este deschisa), atunci orice aplicatie @; este continua;
desigur, aceasta topologie este departe de a fi cea mai “economica” — este
chiar cea mai putin economica! Fie w; C Y; o multime deschisa; atunci
¢; *(w;) este, in mod necesar o multime deschisa pentru topologia 7.
Daca w; descrie familia multimilor deschise ale lui Y; si ¢ parcurge I,
multimile ;! (w;) formeaza o familie de submultimi ale lui X care sunt, in
mod necesar, deschisi in topologia 7; notam aceasta familie cu (Uy)aea-
Topologia 7 este topologia cea mai putin fina astfel incat toate multimile
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(Ux)aea sunt deschise. Am ajuns agadar la problema urmatoare:

Problema 2. — Sa se construiasca familia F de submultimi ale lui
X, cea mai economica cu putinta, care sa fie stabila in raport cu Ny
31 Uarbitrar 1 astfel incat Uy, € F, pentru orice A € A. Raspunsul la
problema 2 este dat de constructia urmatoare.

Consideram mai intai intersectiile finite Nyer Uy, I' C A, T finita.
Obtinem astfel o familie ® de submultimi ale lui X, stabila in raport cu
Nenit- Se considera apoi familia F obtinuta prin reuniuni arbitrare de
elemente din ®. Este clar ca familia F este stabila in raport cu reuniuni
arbitrare; din contra, nu este evident ca familia F este stabila in raport
cu intersectiile finite. Acest lucru face obiectul urmatorului rezultat

Lema III.1. — Familia F este stabila in raport cu intersectii
finite.

Demonstratia lemei I11.1 este lasata cititorului. Ea constituie un agre-
abil (!) divertisment in teoria multimilor.

REMARCA 1. — Nu trebuie inversata ordinea operatiilor in
constructia lui F. Ar fi, de asemenea, natural sa incepem prin a
considera Uy pitrar de multimi (U)) si apoi de a lua Mg, Familia astfel
obtinuta este bineinteles stabila prin Ng,;, dar ea nu este stabila prin
Uarbitrar- Ar trebui in acest caz sa se considere inca o data reuniuni
arbitrare.

Sa recapitulam: deschisii topologiei 7 se obtin considerand mai
intai intersectii finite de multimi de forma ;' (w;), w; deschis in Y; si
apoi reuniuni arbitrare de asemenea multimi.

Rezulta ca pentru orice x € X se obtine o baza de vecinatati a lui x

pentru topologia 7 considerand multimile de forma () ;' (V;), unde V;
finit
este o vecinatate a lui ¢;(z) In Y;.

In continuare inzestram X cu topologia 7; reamintim cateva pro-
prietati elementare ale acestei topologii.

e Propozitia ITI.1. — Fie (x,) un sir in X. Atunci z,, — z (in
7)) daca si numai daca ¢;(x,) — ¢;(x) pentru orice i € [.

DEMONSTRATIE. — Daca z, — =z, atunci ¢;(z,) — ¢i(z) pentru
orice 7, deoarece fiecare aplicatie ¢; este continua.
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Reciproc, fie U o vecinatate a lui x. Din cele de mai sus, se poate
presupune ca U este de forma U = (;c; ;' (V;) cu J C I finita. Pentru
fiecare i € J, exista un intreg NN; astfel incat p;(x,) € V; pentru orice
n > N;. Rezulta ca z,, € U pentru n > N = Max;c;V;.

e Propozitia III.2. — Fie Z un spatiu topologic si fie ¥ o
aplicatie de la 7 in X. Atunci ¢ este continua daca si numai
daca p; o 1) este continua de la Z in Y, pentru orice i € [.

DEMONSTRATIE. — Daca 1 este continua atunci ;01 este, de aseme-
nea, continua pentru orice ¢ € I. Invers, fie U un deschis in X; trebuie sa
demonstram cd 1~ (U) este deschisa in Z. Stim insa ca U este de forma
U = Usarecare Neinit @7~ (w;), unde w; sunt deschisi in Y;. Deci

O = U Nelleitwll= U Nlwiow) " (wi);

oarecare finit oarecare finit

care este deschisa in Z, deoarece orice aplicatie ¢; o ¢ este continua.

I11.2 Definitia si proprietatile elementare ale topolo-
giei slabe o(E, E')

Fie £ un spatiu Banach si f € E'. Notam prin ¢ : £ — R aplicatia
linjara definita prin ¢;(z) = (f,z). Cand f parcurge E’, obtinem o
familie (¢f)rep de aplicatii de la E' in R.

Definitie. — Topologia slaba o(FE, E’) pe E este topologia cea mai
putin fina care face continue toate aplicatiile () fep (in sensul lui §II1.1
cu X = FE,Y; =R, pentru fiecare i si [ = E').

Propozitia ITI.3. — Topologia slaba o(F, E’) este separata.

DEMONSTRATIE. — Fie 1,29 € F cu x1 # x5. Cautam sa construim
O si O, multimi deschise pentru topologia slaba o(FE, E’) astfel incat
x1 € O1,29 € Oy 51 O N Oy = ¢. Conform teoremei Hahn-Banach (a

doua forma geometrica), exista un hiperplan inchis care separa in sens
strict multimile {z1} si {x2}. Deci exista f € E’ i a € R astfel incat

<f,371> <a< <f,£l§'2>.
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Fie

O1={z € E;(f,x) < a} = ¢;' ((—o0,a))

Oy ={x € E;{f,z) >a} = gp}l (e, +00)) .

Evident, O; si Oy sunt deschise pentru o(FE, E’) si verifica z; € Oy,
$QEOQ §101002:®.

Propozitia II1.4. — Fie xy € E; obtinem o baza de vecinatati
a lui z;, pentru topologia o(F, E’) considerand toate multimile
de forma
V=A{zecFE;|[(fi,rt—x)| <e, Viel},

unde [ este finita, f; € E' gi ¢ > 0.

DEMONSTRATIE. — Este limpede ca V' = Nic; 7' ((a; — €,a; 4 €))
cu a; = (f;, o) este o multime deschisa pentru topologia o(E, E’) si
contine zy. Invers, fie U o vecinatate a lui z pentru o(E, E'). Se stie
(cf. §IIL.1) ca exista o multime deschisa W care contine xy, W C U, de
forma W = Ngpie go;il (wi), I finita, unde w; este o vecinatate (in R) a lui
a; = (fi,xo). Deci exista € > 0 astfel incat (a; — ¢,a; + €) C w; pentru
orice 7 € I. Rezulta caxgc VCW CU.

Notatie. — Daca un gir (z,,) din E converge la x in topologia slaba
o(E, E"), vom scrie x,, — z. Pentru a evita confuziile vom preciza adesea
“r, — x slab in o(E, E")”. In caz de ambiguitate vom insista spunand

)

“r, — x tare”, ceea ce Inseamna ||z, — x| — 0.

e Propozitia II1.5. — Fie (z,,) un sir in F. Atunci

(i) [t, = x slab in o(E, E')| < [(f,zn) — (f,x), V[ € F'].

(17) Daca x,, — « tare, atunci z, — z slab in o(E, E’).

(7ii) Daca z, — z slab in ¢(F, E'), atunci ||z, || este marginita
si||z|| < liminf ||z,]|.

(i) Daca z, — x slab in o(E,FE’) si daca f, — f tare in £’
(adica ||f, — fller — 0), atunci (f,,z,) — (f,x).

DEMONSTRATIE.

(1) rezulta din propozitia I11.1 si din definitia topologiei slabe o (E, E').

(71) rezulta din (i) deoarece [(f,z,) — (f, )| < ||f]l [|zn — z]|-
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(7ii) Se aplica corolarul I1.3 - care este o consecinta a teoremei lui
Banach-Steinhaus. Este deci suficient sa verificam ca pentru orice f € E’
multimea ({f, z,)), este marginita. Trecand la limita in inegalitatea

[y zn)| < AN ]
gasim
|(f, @) < [ f ]| lim inf ||,

care implica (corolarul 1.4)
]l = Supy sy (f; 2)| < liminf [z, ]|.
(1v) rezulta din inegalitatea

|<fn,l‘n>—<f,$>| < |<fn_f7 xn>|+|<f7 C("n_x>| < an_fH ||an+|<fv In_x>|

Pentru a incheia demonstratia folosim apoi (7) si (#4i).

Propozitia I11.6. — Fie F un spatiu finit dimensional. Atunci
topologia slaba o(E, E’) si topologia uzuala coincid. In parti-
cular, un sir (z,) converge slab daca si numai daca el converge
tare.

DEMONSTRATIE. — Topologia slaba are intotdeauna mai putine
multimi deschise decat topologia tare. Invers, trebuie sa verificam ca un
deschis in topologia tare este deschis si in topologia slaba. Fie xyp € E
si fie U o vecinatate a lui xy in topologia tare. Trebuie sa construim o
vecinatate V' a lui o in topologia slaba o(E, E') astfel incat V' C U. Cu
alte cuvinte, trebuie sa gasim fi, fo, ..., fr In £’ gi € > 0 astfel incat

V={xekE; [(fi,x—xp)| <e, Vi=12...k}CU.

Fie r > 0 astfel incat B(xg,r) C U. Alegem o baza e, e, ..., e, a
lui F astfel incat |le;|| = 1, Vi. Orice € E admite o descompunere
x =y i, xe; i aplicatiile z +— x; sunt functionale liniare si continue pe

E, notate cu f;. Avem

n
|z —zol <D [{fi,x — xo)| < me
=1
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pentru orice x € V. Alegand ¢ = r/n obtinem V C U.

REMARCA 2. — Multimile deschise (resp. inchise) in topologia slaba
o(E, E’") sunt de asemenea deschise (resp. inchise) pentru topologia tare.
Daca E este infinit dimensional, topologia slaba o(F, E') este strict
mai putin fina decat topologia tare, adica exista multimi deschise (resp.
inchise) pentru topologia tare care nu sunt deschise (resp. inchise) pentru
topologia slaba. Iata doua exemple:

Exemplul 1. — Sfera unitate S = {z € E; ||z|| = 1}, cu F infinit
dimensional, nu este niciodata inchisa pentru topologia slaba o(F, E').
Mai precis, aratam ca

E,E

(1) 57 —fr e B || < 1},

unde S”* semnifici inchiderea lui S in topologia slaba o(E, E').

Fie 9 € E cu ||zo]| < 1; verificam ca zy € 57 Fie deci V o
vecinatate a lui zg in o(E, E’). Trebuie sa demonstram ca V NS # 0.
Putem presupune intotdeauna ca V' este de forma

V={xek [(fiyxr—x0)|<e, Vi=12... k}
cue>0sifi,fo,..., fr € E'. Fixam yg € F, yo # 0 astfel incat
(fiyo) =0  Vi=1,2,... .k

[Un asemenea 3 existd; in caz contrar, aplicatia ¢ : E — RF definita
prin
o(z) = ({fi: 2)1<izk
ar fi injectiva si ¢ ar fi un izomorfism de la E in ¢(E) — de unde
dim E < k]. Functia g(t) = ||xo+tyo]| este continua pe [0, 00) cu g(0) < 1
i limy 400 g(t) = 400. Deci exista tg > 0 astfel incat ||xzg + toyol| = 1.
Rezulta cd zg +toyo € VNS (1)
Am verificat asadar ca

SCBp={zek; | <1} c 5"

Interpretarea geometrica a acestei constructii este urmatoarea. In dimensiune
infinita orice vecinitate V a lui o pentru topologia slabd o (E, E’) contine o dreapta
trecand prin zo — si chiar un “enorm” spatiu afin trecand prin xg.
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Deducem apoi (1) daca stim ca {x € E; ||z|| < 1} este inchisa pentru
topologia o(E, E') — aceasta rezulta din teorema II1.7.

Exemplul 2. — Multimea U = {z € FE; ||z|| < 1}, cu E infinit
dimensional, nu este niciodata deschisa in o(E, E’). Mai precis, vom
verifica faptul ca interiorul lui U pentru o(E, E’) este vid. Intr-adevar,
presupunem prin reducere la absurd, ca U ar fi slab deschisa, deci com-
plementara sa U¢ = {x € E; ||z|| > 1} este slab inchisa. Rezulta ca
S = Bg N U° este, de asemenea, slab inchisa; aceasta contrazice insa
Exemplul 1.

REMARCA 3. — Daca E este infinit dimensional, atunci topologia
slaba o(F, E') nu este metrizabila, adica nu exista o metrica (deci
51 o norma) definitd pe E care induce pe E topologia slaba o(F, E');
vezi [EX]. Totugi vom vedea ca daca E’ este separabil, atunci se poate
construi o metrica definita pe Bg care induce pe Bg aceeasi topologie ca
si topologia slaba o(E, E'); vezi teorema I11.25’.

* REMARCA 4. — Daca F este infinit dimensional, exista in general
siruri care converg slab dar care nu converg tare. De exemplu, daca E’
este separabil (cf. §III.6) sau dacd E este reflexiv (cf. §IIL.5) atunci se
poate construi intotdeauna un sir (z,) in E astfel incat ||z,|| = 1 s
x, — 0 slab in o(E, E'); vezi [EX]. Totusi exista spatii Banach infinit
dimensionale 1n care orice gir slab convergent este convergent in topolo-
gia tare. De exemplu, E = [' are aceasti proprietate “socantd”; vezi
[EX]. Totusi aceste spatii sunt destul de rare si, oarecum, “patologice”.
Bineinteles, aceasta nu contrazice faptul ca in dimensiune infinita topolo-
gia slaba si topologia tare sunt intotdeauna distincte (cf. remarcii 2).
[Reamintim ca doua spatii metrice care au aceleasi siruri convergente,
au aceeasi topologie. Totusi doua spatii topologice care au aceleasi
siruri convergente nu au, in mod necesar, aceeasi topologie.

I1I.3 Topologii slabe, multimi convexe si operatori
liniari

Orice multime inchisa pentru topologia slaba o (F, E') este inchisa pentru
topologia tare. Am vazut deja (remarca 2) ca reciproca este falsa in
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dimensiune infinita. Vom demonstra totusi ca pentru multimile convexe
aceste doua notiuni coincid.

e Teorema III.7. — Fie C' o submultime convexa a lui FE.
Atunci C este inchisa in topologia slaba o(F, E’') daca si numai
daca este inchisa in topologia tare.

DEMONSTRATIE. — Presupunem ca C' este inchisa in topologia tare si
aratam ca C' este inchisa in topologia slaba. Vom verifica ca C° este de-
schisa in topologia slaba. Pentru aceasta, fie xqg ¢ C'. Conform teoremei
lui Hahn—Banach, exista un hiperplan inchis care separa strict multimile
{zo} si C. Deci exista f € F' i a € R astfel incat

(fixo) <a< (fy) VyeC.
Fie
V=A{z€eE; (f,r) < a};
deci zg € V, VNC =0 (adica V C C°) i V este deschisd in topologia
slaba.

REMARCA 5. — Demonstratia precedenta arata ca un convex inchis
coincide cu intersectia semispatiilor inchise care il contin. Pe de alta
parte, teorema II1.7 arata ca daca un sir (z,) converge slab catre z,
atunci exista un subsgir de combinatii convexe ale lui x,, care converge
tare catre x (teorema lui Mazur); vezi [EX].

e Corolarul IT1.8. — Fie ¢ : F — (—oo+0o0] o functie convexa si
i.s.c. (pentru topologia tare). Atunci ¢ este i.s.c. pentru topolo-
gia slaba o(F,E’). In particular, daca x, — x pentru o(FE, E’),
atunci

o(x) < liminf p(z,).

DEMONSTRATIE. — Este suficient sa verificam ca pentru orice A € R,
multimea

A={x € E; p(z) <A}

este inchisa pentru o(E, E'). Dar A este convexa (deoarece ¢ este con-
vexa) si A este tare inchisa (pentru ca ¢ este i.s.c. pentru topologia tare).
Conform teoremei II1.7, multimea A este, de asemenea, inchisa pentru

o(E,E).
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REMARCA 6. — In particular, regasim ca daca z, — =z pentru
o(E,E'), atunci ||z| < liminf|/z,||. Intr-adevar, functia ¢(z) = ||zl
este convexa gi continua pentru topologia tare, deci ¢ este i.s.c. pentru
topologia tare — si, in consecinta, ¢ este i.s.c. pentru topologia slaba
o(E,E").

Teorema II1.9. — Fie E si F' doua spatii Banach. Fie 7" un
operator liniar si continuu de la £ in F. Atunci T este continuu
de la E inzestrat cu topologia slaba ¢(E, E’) in F cu topologia
slaba o(F, F’) si reciproc.

DEMONSTRATIE. — Conform propozitiei I11.2 este suficient sa veri-
ficam ca pentru orice f € F’, aplicatia x +— (f,T'z) este continua de la
E inzestrat cu topologia slaba o(FE, E') in R. Dar aplicatia z — (f, Tz)
este o functionala liniara si continua pe E. Deci ea este continua si pentru
topologia slaba o(E, E').

Reciproc, presupunem ca T este liniara i continua de la £ in F,
ambele spatii fiind inzestrate cu topologiile slabe. Atunci G(T') este
inchisd in F x F' inzestrat cu topologia o(FE, E') x o(F, F"), care este
aceeagi cu o(E x F, (E x F')'). Rezulta ca G(T') este tare inchis. Folosind
teorema graficului inchis (teorema I1.7), deducem ca T este continuu de
la F in F', ambele spatii fiind inzestrate cu topologia tare.

REMARCA 7. — Ipoteza “T liniar” din teorema II1.9 joaca un rol
esential In demonstratie. O aplicatie neliniara continua de la E cu

topologia tare in F' cu topologia tare nu este in general continua de la
o(E,E') in o(F, F'); vezi [EX].

I11.4 Topologia x slaba o(F', F)

Fie E un spatiu Banach gi £’ dualul sau (inzestrat cu norma duala || f|| =
Sup zecr |(f,z)|) si fie E” bidualul sau, adica dualul lui F’, inzestrat cu

[l z]|<1
norma

1€l = Sup rer [(€, F)]
IFES]

Avem o injectie canonica J : F — E” definita astfel: pentru z € FE
fixat, aplicatia f —— (f,z) de la E’ in R este o functionalad liniara si
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continud pe F’, adicd un element al lui E”, notat Jx (*). Avem deci
<J.1’, f>E”,E’ = <f, x>E’,E Vo € E, Vf € E'.

Este evident ca J este liniara gi ca J este o izometrie, adica ||Jz|| g =
|z|| g, pentru orice x € E; intr-adevar,

| Jz|| = SUP||ng1|<J95,f>| = SuP||f||g1|<f, z)| = ||z

(conform corolarului 1.4). Se poate intampla ca J sa nu fie surjectiv
(®); vezi un exemplu in [EX]. Cu ajutorul lui J se poate intotdeauna
identifica £ cu un subspatiu al lui E£”.

Pe spatiul E” sunt deja definite doua topologii:

a) topologia tare (asociata normei lui £'),

b) topologia slaba o(E’, E”) (introdusa in §III1.3).

Vom defini acum o a treia topologie pe E’: topologia slaba x, pe
care o notdm cu o(E’, E) (*). Pentru fiecare x € E consideram aplicatia
vr + E' — R definita prin f — @.(f) = (f,z). Cand = parcurge F
obtinem o familie de aplicatii (¢ ).cr de la E' in R.

Definitie. — Topologia slaba x notata cu o(E’, E) este topolo-
gia cea mai putin find pe E’ pentru care toate aplicatiile (¢,)zcr sunt
continue.

Deoarece E C E”, este evident ca topologia o(E’, E) este mai putin
fina decat topologia o(FE’, E"). Altfel zis, topologia o(E’, E') are mai
putine multimi deschise (resp. inchise) decat topologia o(E’, E") [care,
la randul sau, are mai putini deschisi (resp. inchisi) decat topologia tare].

REMARCA 8. — Cititorul se va mira de aceasta “incrancenare” in
a saraci topologiile. Motivul este urmatorul: daca o topologie are mai
putini deschisi, atunci ea are, din contra, mai multi compacti. Vom
vedea, de exemplu, ca bila unitate a lui £’ are proprietatea remarcabila de
a fi compacta pentru topologia slaba x o(E’, E'). Dar multimile compacte

2A nu se confunda cu aplicatia de dualitate F' : E — FE’, introdusa in remarca 1.2,
care este In general neliniard (mai putin in cazul Hilbertian).

3Daci J este surjectiv spunem ca E este reflexiv; vezi §II1.5.

4Terminologia slaba * este o traducere a termenului englez weak *; steaua ream-
integte ca lucram pe dualul desemnat prin E* in literatura americana.
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joaca un rol fundamental in stabilirea teoremelor de existenta. De aici
rezulta importanta acestei topologii.

Propozitia II1.10. — Topologia slaba = o(F’, E) este separata.

DEMONSTRATIE. — Fie fi, fo € E' cu fi # f,. Exista deci x € E
astfel incat (f1,x) # (f2, ) (aici nu se foloseste teorema Hahn-Banach, ci
definitia lui f; # f2). Pentru a fixa ideile, presupunem ca (f, z) < (fa, x)
si alegem « astfel incat

(fi,2) <a<(fsx)
Fie
O ={f el (fa) <a} =, ((—00,q))
O, ={f € E'; {f,2) > a} = ;" ((a, +0)).
Multimile O si Oy sunt deschise in o(E’, F) si verifica fi € Oy, fo € Os,
O:N0,=10.

Propozitia I11.11. — Fie f; € E’, o familie finita {x;, z5,..., 24}
in £ si ¢ > 0. Atunci

V =V(x1,29,...,256) ={f € E";|[{f — fo,zs)| <e, Vi=1,2 ...k}

este o veciniatate a lui fy pentru topologia ¢(F’, F). Mai mult,
se obtine o baza de vecinatati a lui f; pentru o(£’, F) variind ¢,
k si elementele x; din F.

DEMONSTRATIE. — Este aceeasi ca demonstratia propozitiei I11.4.

Notatie. — Daca un sir (f,) din £’ converge la f in topologia slaba
o(E', E), vom scrie f, = f. Pentru a evita confuziile vom preciza adesea
“fn N f in O'(E/,E)”, “fn N f in O'(E’,E”)” §1 “fn N f tare” .

e Propozitia II1.12. — Fie (f,) un sir in £’'. Atunci

(@) [fo = f 0 o(E', B)] & [(fa,2) — (f,), Yz € E].

(1) Daca f,, — f tare, atunci f, — f in o(£', E").

Daci f, — f in o(E', E"), atunci f, > f in o(E', E).

(iii) Daca f, = f in o(E', E), atunci ||f,| este marginita si
A1) < liin |,
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(iv) Daca f, = f in o(E', E) si daca r, — z tare in E, atunci
(fosn) = (f,2).

DEMONSTRATIE. — Se reia demonstratia propozitiei I11.5.

REMARCA 9. — Presupunem ci f, = f in o(E’, E) (sau chiar c&
fo— fino(E' E"))siz, = rino(E, E'). Atunci nu se poate deduce
in general ca (f,, x,) — (f,z) (incercati sa construiti un exemplu intr-un
spatiu Hilbert).

REMARCA 10. — Daca E este un spatiu finit dimensional atunci cele
trei topologii (tare, o(E’, E") §i o(F', F)) definite pe E’ coincid. Intr-
adevar, injectia canonica J : E — E” este surjectiva (deoarece dim E =
dim E") i, in consecinta, o(E', E) = o(E', E").

*x Propozitia I11.13. — Fie ¢ : E/ — R o functionala liniara si
continud pentru topologia ¢(E’, E). Atunci exista z € E astfel
incat

o(f)=(f,x) VfeFE.

Demonstratia face apel la o lema algebrica foarte utila.
Lema III.2. — Fie X un spatiu vectorial si ¢, o1, 99, ..., 0k
(k + 1) functionale liniare pe X astfel incat

(2) [pi(v) =0, Vi=1,2,...,k] = [p(v) =0].

Atunci exista A\, Ao, ..., \x € R astfel incat ¢ = Zle Ai(pi

DEMONSTRATIA LEMEI I11.2. — Consideram aplicatia F' : X — R**!
definita prin
F(u) = [@(U)v 901(U), 902(u)a ce 79076(“)]'
Rezulta din ipoteza (2) ca a = [1,0,0, ..., 0] nu apartine lui R(F"). Putem
deci separa in sens strict multimile {a} si R(F') printr-un hiperplan in
R*! adica exista A, A\, Ao, ..., A\ si a astfel incat

k
A< a<dp(u)+ ) Npi(u) VueX.
i=1

Rezulta ca

k
Ao(u) + > Nigi(u) =0 Vue X
i=1
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si A <0 (de unde X\ # 0).

DEMONSTRATIA PROPOZITIEI II1.13. — Deoarece ¢ este continua
pentru o(E', E), existd o vecinatate V a lui 0 pentru o(E’, E) astfel
incat

lp(f)f <1 VfeV.

Putem presupune ca V' este de forma
V=A{feFE;|(f,x)| <e Vi=12,... k},
cux; € Egie>0. In particular,

[(f,x;) =0, Vi=1,2,....k] = [p(f)=0].

Rezulta din lema II1.2 ca

‘p(f) = Z&(f, $z> = <f, Z)\,IZ> \V/f e L.

=1

* Corolarul I11.14. — Presupunem ca H este un hiperplan in
E’ care este inchis in o(E’, E). Atunci H este de forma

H={f € E;(f,z) = a}

pentru un anumit r € E, x # 0, si un anume o € R.

DEMONSTRATIE. — Multimea H este de forma

H={feFE;p(f)=0a}

unde ¢ este o functionala liniara pe E', ¢ #Z 0. Fie fy € H si fie V o
vecinatate a lui fo pentru topologia o(E’, E') astfel incat V' C H°. Putem
presupune ca

V=A{feFE;|{f - fox)|<e, Vi=12 ..k}

Deoarece V este convexa, avem urmatoarea alternativa:

fie

(3) o(f)<a YfeV
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fie

(3) o(f)>a VYfeV.

Din (3) deducem ca

olg) <a—w(fo) VgeW =V — fo,

si cum —W = W, obtinem

(4) lo(g)| < la—p(fo)] VgeW.

Ajungem la aceeasi concluzie sub ipoteza (3'). Rezulta din (4) ca ¢ este
continua in 0 pentru topologia o(E’, E) (deoarece W este o vecinatate a
lui 0). Aplicand propozitia I111.13 deducem ca exista x € F astfel incat

p(f)=(fx) Vfek

REMARCA 11. — Presupunem ca injectia canonica J : E — E”
nu este surjectiva, adica F # E”. Exista chiar multimi convexe si
inchise pentru o(E’, E”) care nu sunt inchise pentru o(E’, E). Atunci
topologia o(E’, E') este strict mai putin fina decat topologia o(FE’, E").
De exemplu, fie £ € E” cu € ¢ J(E). Atunci multimea

H={feFE; /[ =0}

este un hiperplan inchis in o(E’, E”) dar nu este inchis pentru o(E’, E)
(vezi corolarul II1.14). Retinem ca exista doua tipuri de multimi
convexe si inchise in £

a) multimi convexe care sunt tare inchise [sau inchise pentru o(£’, E”)
— ceea ce revine la acelagi lucru, conform teoremei I11.7].

b) multimi convexe si inchise pentru o(E’, E).

e Teorema II1.15 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). — Multimea

Bp ={fe L |fl <1}

este compacta pentru topologia x o(E’, F).
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REMARCA 12. — Vom vedea in continuare (teorema VI.5) ca bila
unitate inchisa a unui spatiu normat infinit dimensional nu este
niciodata compacta pentru topologia tare. Vom intelege atunci
importanta fundamentala a topologiei o(E’, E) si a teoremei I11.15.

DEMONSTRATIE. — Consideram spatiul produs ¥ = R¥; notam el-
ementele lui Y prin w = (wy)zep, cu w, € R. Spatiul YV este inzestrat
cu topologia produs (vezi de exemplu Dixmier [1] sau L. Schwartz
[2]), adica topologia cea mai putin fina pe Y astfel incat toate aplicatiile
w — w, (cand = parcurge F) sa fie continue. In cele ce urmeaza spatiul
E’ va fi inzestrat sistematic cu topologia slaba o(E’, E). Consideram
aplicatia ® : £/ — Y definita prin ®(f) = ((f,z))zep. Atunci ® este
continua de la £ in Y (observam ca pentru orice x € E fixat, aplicatia
f€E — (9(f)). = (f, x) este continua si aplicam apoi propozitia I11.2).
Aratam ca ® este un homeomorfism de la £’ in ®(E’). Este evident ca
® este injectiva; sa verificaim cid ! este continud. Este suficient (con-
form propozitiei 111.2) sa aratam ca pentru orice x € F fixat, aplicatia
w — (P71 (w), ) este continud pe ®(E’), ceea ce este evident deoarece
(@1 (w), z) = w,. Pe de alta parte, este clar cd ®(Bg/) = K, unde

K= {weY;|w| <|z|, Woty = Wy + Wy, wWrz = Awy,
VA eR, Vx,y € E}.

Pentru a completa demonstratia este suficient sa aratam ca multimea
K este un compact din Y. Scriem K = K; N Ks, unde

Ky ={weY; |w]| <|z||, VzeE}

Ky={weYiwypy =ws, +wy, wag = A, VAER, Vz,ye E}.

Multimea K7 = [] [—|lz|, +||z||] este compactd (ca produs de intervale
el
compacte — reamintim ca un produs de spatii compacte este compact,

vezi Dixmier [1], L. Schwartz [2]). Pe de alta parte, K este inchisa;
intr-adevar, pentru orice A € R, z,y € F fixati, multimile

Ay ={weY,wpy —wy, —w, =0}

By, ={w € Y;wy, — Aw, =0}
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sunt inchise (deoarece aplicatiile w — Wyt — wy — wy §1 W — Wiy — Awy
sunt continue ) si

K = ( n A) |l n s

z,yeE z€eE
AeR

II1.5 Spatii reflexive

Definitie. — Fie E un spatiu Banach si fie J : E — E” injectia canonica
dela E'in E” (vezi §111.4). Spunem ca F este reflexiv daca J(E) = E".

Daca F este reflexiv, identificam in mod implicit £ si E” (cu
ajutorul izomorfismului J).

* REMARCA 13. — Este esential sa utilizam J in definitia precedenta.
Putem construi (vezi James [1]) un exemplu surprinzator de spatiu nere-
flexiv F pentru care exista o izometrie surjectiva de la F pe E”.

Rezultatul urmator ofera o caracterizare importanta a spatiilor re-
flexive.

e Teorema II1.16 (Kakutani). — Fie F un spatiu Banach.
Atunci F este reflexiv daca si numai daca

Bp ={z € E; [jzf| <1}

este compacta in topologia o(E, E’).

DEMONSTRATIE. — Sa presupunem mai intai ca F este reflexiv. Deci
J(Bg) = Bgr. Pe de alta parte (teorema I11.15), Bgr este compacta in
topologia o(E”, E'). Deci este suficient sa verificdm c& J~! este continua
de la E” inzestrat cu topologia slaba o (E”, E'), cu valori in E cu topologia
o(E,E"). Ramane de demonstrat (cf. propozitiei I111.2) ca pentru orice
f € FE' fixat, aplicatia & — (f, J71&) este continud pe E” inzestrat cu
o(E",E"). Dar (f, J71&) = (£, f) i aplicatia & — (£, f) este continud pe
E" inzestrat cu topologia o(E”, E'). Deci am aratat ca Bg este compacta
ino(E,E).

Pentru a stabili reciproca vom avea nevoie de urmatoarele doua leme:

Lema II1.3 (Helly). — Fie E un spatiu Banach, fi, fa,..., fx €
E' si v1,7,...,% € R fixate.
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Proprietatile urmatoare sunt echivalente:
(i) Ve > 0 Jz. € E astfel incat ||z.| <1 si

(fi,xe) —vil <&, Vi=1,2,...k,

k k
(i) Zﬁi%’ < Zﬁifi , VB, B, ..., B € R.
i=1 i=1
DEMONSTRATIE.
k
(1) = (ii). Fixam [y, fs,..., 0 In R i fie S = Z 18;|. Rezultd din
i=1
(i) ca
k k
> Bilfi,we) =Y Bvi| < €S
i=1 i=1
si deci
k k k
Bl <D Bifi| s Nl +eS <D Bifi| +eS, Ve>0,
i=1 i=1 i=1

de unde (ii).
(i) = (i). Fie ¥ = (y1,72,..-,7) € RF si consideram aplicatia
@ : E — RF definita prin

é(x) = (<f1,$>,.--,<fk,l’>)-

Proprietatea (i) afirma ca 4 € ¢(Bg). Presupunem, prin reducere la

absurd, ca 4 € ¢(Bg). Deci multimile {7} si ¢(Bg) pot fi separate in
sens strict in R¥, adica existd 8 = (81, Ba, ..., 5) € R¥ si a € R astfel
incat

—

6~95(3:)<a<ﬁ-’? Vx € Bg.
Rezulta ca

k
<a<Zﬁ,~% Vx € Bg

i=1

k
<Z @‘fu@

si deci

k k
STBifill <D B,
i=1 i=1

ceea ce contrazice (ii).
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Lema III.4 (Goldstine). — Fie F un spatiu Banach. Atunci
J(Bg) este densa in Bg» pentru topologia o(E", E’).

DEMONSTRATIE. — Fie £ € Bgr si V o vecinatate a lui ¢ pentru
topologia o(E”, E'). Trebuie sa aratam ca V N J(Bg) # 0. Putem
presupune ca V este de forma

V={nekE" |n—¢&f)l<e Vi=12,...k}.
Cautam sa gasim x € By, astfel incat

[(fi,x)y = (& f)| <e, Vi=1,2,... k.
Fie v; = (£, f;) si observam ca V31, fa, ..., Ox € R avem
k k
Zﬁi% Zﬁz‘fi
i=1 i=1

(deoarece ||&|| < 1). Conform lemei II1.3, exista z. € Bp astfel incat

|(fi,xe) —vil <e,Vi=1,2,...,k, adica J(z.) € J(Bg)NV.

<

k
= |<€a2ﬁifi>

REMARCA 14. — Observam ca J(Bg) este inchisa in Bg» pentru
topologia tare (se utilizeaza faptul ca Bp este complet si ca J este o
izometrie). Deci, in general, J(Bg) nu este dens in B~ pentru topologia
tare — cu exceptia cazului in care E este reflexiv, atunci cand J(Bg) =
BE//.

REMARCA 15. — Vom gasi in [EX] o demonstratie directa a lemei
I11.4, bazata pe o aplicare a teoremei lui Hahn-Banach in E”.

REMARCA 16. — Bineinteles, spatiile de dimensiune finita sunt re-
flexive.

SFARSITUL DEMONSTRATIEI TEOREMEI I11.16. — Presupunem acum
ca Bg este compacta pentru topologia o(F, E').

Observam mai Intai ca injectia canonica J : E — E” este intotdeauna
continua pentru topologiile tari si deci (teorema II1.9), J este de asemenea
continua pentru topologiile slabe o(F, E') — o(E", E'). Deci J(Bg) este
compacta pentru topologia o(E”, E'). Dar J(Bg) este densa in Bpgr
pentru topologia o(E”, E') (lema I11.4). Rezulta ca J(Bg) = Bpgr si deci
J(E)=E".
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Indicam acum cateva proprietati elementare ale spatiilor reflexive.

e Teorema III.17. — Fie E un spatiu Banach reflexiv si fie
M C FE un subspatiu liniar inchis. Atunci M — inzestrat cu
norma indusa de E — este reflexiv.

DEMONSTRATIE. — Observam mai intai ca pe M sunt definite doua

topologii slabe:

(a) Topologia indusa de (M, M’).

(b) Urma pe M a topologiei o(E, E').

Se verifica cu usurinta (“jucand” cu restrictii si prelungiri ale formelor
liniare) ca aceste doua topologii coincid.

Conform teoremei I11.16, trebuie demonstrat ca B, este compacta in
topologia (M, M’). Dar Bg este compacta pentru topologia o(E, E")
§i M este inchisa in topologia o(FE, E’) (teorema II1.7). Deci By, este
compacta pentru topologia o(FE, E’) si, in consecinta, pentru topologia
o(M,M").

Corolarul ITI.18. — Un spatiu Banach E este reflexiv daa si
numai daca £’ este reflexiv.

DEMONSTRATIE. — F reflexiv = E’ reflexiv. Stim deja (teorema
I11.15) ca Bp este compacta pentru o(E’, E). Pe de alta parte avem
o(E',E) =o(E', E"), pentru ca E este reflexiv. Deci Bg este compacta
pentru o(E', E"), adica E’ este reflexiv (teorema II1.16).

L’ reflexiv = F reflexiv. Din etapa precedenta stim ca E” este
reflexiv. Deoarece J(F) este un subspatiu inchis al lui E”, rezulta ca
J(E) este reflexiv. Deci E este reflexiv. (%)

e Corolarul II1.19. — Fie £ un spatiu Banach reflexiv. Fie
K C E o submultime convexa, inchisa si marginita. Atunci K
este compacta pentru topologia o(E, £E').

DEMONSTRATIE. — K este inchisa pentru topologia o(E, E’) (teo-
rema II1.7). Pe de alta parte, exista o constanta m astfel incat K C mBg
si mBpg este compacta pentru topologia o(E, E’) (teorema II1.16).

5Este evident ci daca E si F sunt spatii Banach si T este o izometrie surjectiva de
la E in F, atunci F este reflexiv daca si numai daca F' este reflexiv. Acest rezultat
nu este in contradictie cu remarca 13!
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e Corolarul ITI.20. — Fie F un spatiu Banach reflexiv, A C F o
multime convexa, inchisa, nevida si ¢ : A — (—o0, +o0] convexa,
i.s.c., ¢ #Z +00 si astfel incat
(5)

}Cier% ¢(x) = +0o (nici o presupunere daca A este marginita).
llz[|—o0
Atunci ¢ isi atinge minimul pe A, adica exista xy € A astfel incat
o(xg) = Ming .

DEMONSTRATIE. — Fixam a € A astfel incat ¢(a) < +oo. Con-
sideram multimea

A={ze 4 o(z) <pla)}

A este inchisii, convexa, marginitd (cf. (5)) si deci compactd pentru
topologia o(E,E"). Pe de alta parte, ¢ este i.s.c. pentru topologia
o(E, E") (corolarul TIL8). Rezulti ci ¢ isi atinge minimul pe A, adici
existd 7o € A astfel incat

o(x0) < p(z) Vo e A
Dacd 2 € A\ A avem ¢(z0) < ¢(a) < ¢(z); deci

o(xo) < @(x) Vo e A

REMARCA 17. — Corolarul II1.20 explica rolul esential jucat de
spatiile reflexive si functiile convexe in calculul variational, controlul
optimal, etc.

Teorema II1.21. — Fie F si F doua spatii Banach reflexive.
Fie A : D(A) C E — F un operator liniar, nemarginit si dens
definit. Atunci D(A*) este dens in F".

Aceasta permite si definim A* : D(A*™) C E' — F” i sa
consideram A** ca pe un operator nemarginit de la £ in F.

Atunci

A=Al

DEMONSTRATIE.
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1) D(A*) este dens in F’. Fie ¢ o functionala liniara si continua pe
F’, nula pe D(A’). Incercam sa demonstram (corolarul 1.8) ca ¢ = 0.
Deoarece F' este reflexiv, putem presupune ca ¢ € F' gi ca

(6) (w, ) =0 Yw € D(A¥).

Daca ¢ # 0, atunci [0, 9] € G(A) in E x F. Deci putem separa in sens
strict multimile [0, ¢] si G(A) printr-un hiperplan inchis in F x F’; adica
exista [f,v] € E' x F' gi o € R astfel incat

(fyu) + (v, Au) < a < (v, ) Yu € D(A).
In particular, rezulta ca
(fyu) + (v, Au) =0 Yu € D(A)

si
(v, 0) # 0.

Deci v € D(A*) si obtinem o contradictie alegand w = v in (6).
2) A = A.
Reamintim (vezi §11.6) relatiile

J[G(A")] = G(A)*

J[G(A™)] = G(A*)*.

De aici rezulta ca

G(A™) = G(A)H = G(A)

deoarece A este inchis.
II1.6 Spatii separabile

Definitie. — Un spatiu metric £ se numeste separabil daca exista o
submultime D C E numarabila si densa.

Propozitia I11.22. — Fie E un spatiu metric separabil si fie
F C E o submultime a lui £. Atunci F este separabil.
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DEMONSTRATIE. — Fie (u,) un sir dens in E. Fie (r,) un sir de
numere reale pozitive astfel incat r,, — 0. Alegem in mod arbitrar
A € B(un,rm) N F, daca aceasta multime este nevida. Este evident ca
sirul (a, ) constituie o multime numarabila si densa in F'.

Teorema II1.23. — Fie F un spatiu Banach astfel incat £’
este separabil. Atunci F este separabil.

REMARCA 18. — Reciproca nu este adevarata. Exista spatii Banach
separabile F astfel incat E’ nu este separabil; de exemplu, F = L'(Q)
(vezi capitolul IV).

DEMONSTRATIE. — Fie (f,,)n>1 o familie numarabila gi densa in E'.
Deoarece

an“ = Sup zeFE <fn7x>7

llzll<1
exista x,, € E astfel incat
. 1
lzall = 181 (fas 2n) 2 S ull-
Notam cu Ly spatiul vectorial peste Q generat de (x,),>1; adicd Ly
este multimea combinatiilor liniare finite cu coeficienti in Q de elemente
din familia (z,),>1. Observam ca Ly este numarabila. Intr-adevar,

pentru orice n, fie A, spatiul vectorial peste Q generat de [x1,xo, ..., T,].
Atunci A,, este in corespondenta bijectiva cu o submultime a lui Q" si
Lo = | A

n>1

Fie L spatiul vectorial peste R generat de (z,),>1. Este evident ca
Ly este o submultime densa a lui L. Verificam ca L este densa in E (de
unde va rezulta ca Ly este densa in E si deci ca E este separabil). Fie
f € E' astfel incat (f,z) = 0 pentru orice « € L; sa aratam (corolarul
1.8) ca f = 0. Fiind dat € > 0, exista N astfel incat || f — fn|| < e. Avem

SNl < (o) = U = o) + ) < 2

(deoarece (f,zy) = 0). Rezulta ca ||f|| < ||f — fnll + /x| < 3e. Deci
f=0.
Corolarul II1.24. — Fie E un spatiu Banach. Atunci

[E reflexiv si separabil] < [E’ reflexiv si separabil].
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DEMONSTRATIE. — Stim deja (corolarul I11.18 si teorema I11.23) ca
|[E' reflexiv si separabil] = [F reflexiv si separabil].

Invers, daca F este reflexiv si separabil, atunci E” = J(FE) este reflexiv
si separabil; deci E' este reflexiv si separabil.

Proprietatile de separabilitate sunt strans legate de metrizabili-
tatea topologiilor slabe.

Teorema II1.25. — Fie F un spatiu Banach separabil. Atunci
Bp este metrizabild pentru topologia o(F', E) (°).

Reciproc, daca Bp este metrizabila pentru o(FE’, E), atunci
E este separabil.

REMARCA 19. — Spatiul intreg £’ nu este niciodata metrizabil pen-
tru o(E', E), cu exceptia cazului finit dimensional (vezi [EX]).

DEMONSTRATIE. — Fie (z,),>1 0 submultime numarabila densa in
Bg (se ia D numarabild si densa in E si se considera D N Bg). Pentru
f,g € Bgr se defineste

> 1
d(f,9) = Z; (f = g.z)l.

Este evident ca d este o metrica. Aratam ca topologia asociata lui d
coincide pe Bg cu o(E', E).

(a) Fie fo € Bp sifie V o vecinatate a lui fy pentru o(E’, E). Aratam
ca exista r > 0 astfel incat

U={feBg;d(f fo)<r}cV.
Putem presupune ca V' este de forma
V:{fEBE’;Kf—fo,yiH <g, V’i=1,2,...,/{:}

cue > 09 y1,y2,...,yx € E. Fara a restrange generalitatea putem
presupune ca ||y;|| < 1 pentruorice i = 1,2, ..., k. Deoarece girul (x,,)n>1
este dens in Bpg, pentru fiecare i, exista un intreg n; astfel incat |ly; —

6 Adics existd o metrics definitd pe Bps astfel incat topologia asociatd coincide pe
Bg cuo(E',E).
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€ v A . € .
T, || < 1 Fixam r > 0 astfel incat 2"r < — pentru oricet = 1,2, ..., k;

aratam ca U C V. Intr-adevar, daca d(f, fo) < r, atunci

1
27|<f_f07xn1> <, VZ:1,2,,]€

si deci

1F = fo, )| = [(F = for i — ) + (f — for )| < g+§ Vi=1,.. . .k

Rezulta ca f € V.
(b) Fie fo € Bp. Fixam r > 0 gi aratam ca exista o vecinatate V' a
lui fo pentru o(E', E) in Bp astfel incat

VcU={feBg; df, fo) <r}.
Vom lua V de forma
V:{fEBE/; |<f—f0,l'l'>‘<€, V’L:LQ,,]{}

Vom determina acum € si k astfel incat V' C U. Daca f € V atunci

k

A0 =3 e F = fom)l + 3 oltf = o <

n=1 n= k‘+1

1
n= k+1 2

r

1
Alegem agadar € = 5 si k suficient de mare astfel incat oh 1 <=

* Reciproc, presupunem ca Bgs este metrizabila pentru o(E', E) si
aratam ca FE este separabil. Fie

si fie V,, o vecinatate a lui 0 in o(F’, F) astfel incat V,, C U,. Putem
presupune ca V,, este de forma

Vo =A{f € Be; |{f,x)| <en, Vred,},
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unde €, > 0 si ®,, este o submultime finita a lui . Observam ca D =

o0
U ®,, este numarabila. Pe de alta parte,

ﬁVn:{O} sideci ((f,z) =0 Vz e D)= (f=0).

Rezulta ca spatiul vectorial generat de D este dens in E, de unde rezulta
ca F este separabil.

Avem urmatorul rezultat “simetric”.

* Teorema II1.25°. — Fie E un spatiu Banach astfel incat
E’ este separabil. Atunci By este metrizabila pentru topologia
o(E,E"). Reciproca este adevarata.

Demonstratia implicatiei [E’ separabil] = [Bg metrizabila pentru
topologia o(E, E')] este aceeasi cu demonstratia teoremei I11.25 schimbéand
rolurile lui E'si E’. Reciproca este mai delicata; vezi de exemplu Dunford—
Schwartz [1] sau [EX].

e Corolarul II1.26. — Fie E un spatiu Banach separabil si
(fn) un sir marginit in £’. Atunci exista un subsir (f,,) care
converge in topologia o(F', E).

DEMONSTRATIE. — Pentru a fixa ideile, presupunem ca || f,,|| < 1 pen-
tru orice n. Multimea Bpg: este compacta si metrizabila pentru topologia
o(E', E) (teoremele I11.15 gi I111.25). De aici rezulta concluzia.

e Teorema II1.27. — Fie £ un spatiu Banach reflexiv si (z,)
un sir marginit in £. Atunci exista un subsir (z,, ) care converge
in topologia o(E, E’).

DEMONSTRATIE. — Fie Mj spatiul vectorial generat de (z,,) si M =
M,. Evident, M este separabil (vezi demonstratia teoremei IT1.23).
In plus, M este reflexiv (conform propozitiei II1.17). Rezulta ca By,
este compacta si metrizabila pentru topologia o(M, M’). Intr-adevar,
M’ este separabil (corolarul I11.24) i, prin urmare, By (= Byy) este
metrizabila pentru o(M”, M') (= o(M,M")), conform teoremei I11.25.
Se poate extrage deci un subsir (z,, ) care este convergent pentru topolo-
gia o(M, M"). Deducem ca (x,,) converge si pentru topologia o(E, E")
(prin restrictia la M a functionalelor liniare si continue pe E).
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REMARCA 20. — Reciproca teoremei I11.27 este adevarata. Mai pre-
cis, avem

* Teorema I11.28 (Eberlein-Smulian). — Fie F un spatiu Ba-
nach cu proprietatea ca din orice sir marginit se poate extrage
un subsir convergent pentru topologia o(F, E’). Atunci E este
reflexiv.

Demonstratia este delicata; vezi de exemplu Holmes [1], Yosida [1],
Dunford-Schwartz [1], Diestel [2] sau [EX]. Pentru a preciza interesul
teoremei I11.28 reamintim ca:

i) un spatiu topologic (general) in care orice gir contine un subsir
convergent nu este, in mod necesar, compact.

ii) intr-un spatiu topologic compact pot exista giruri care nu au nici
un subsgir convergent.

iii) intr-un spatiu metric

(compact ) <= ( orice sir are un subsir convergent).

Exista efectiv exemple de spatii Banach F si de giruri marginite (f,,)
in £’ care nu au nici un subsir convergent pentru topologia o(E’, E);
vezi [EX]. Bineinteles, un asemenea spatiu E nu este nici reflexiv, nici
separabil; in acest caz, multimea Bp/ inzestrata cu topologia o(FE’, E)
este un compact care nu este metrizabil.

II1.7 Spatii uniform convexe

Definitie. — Un spatiu Banach E se numeste uniform convex daca
Ve > 0, 36 > 0 astfel incat

. T4y
@y € E ol < Lyl < i o —yll > 0) = (|52 <1-4).

Observam ca aceasta definitie face sa intervina o proprietate geo-
metrica a bilei unitate (care trebuie sa fie “foarte rotunda”) si ca ea nu
este stabila prin trecerea la o norma echivalenta.

Exemplul 1. - Fie £ = R% Norma ||z|z = (Jz1]* + ]932|2)1/2 este
uniform convexa, in timp ce norma ||z|[; = |x1| + |z2| nu este uniform
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convexa. Acest lucru poate fi observat “privind” imaginile bilelor unitate

(7).

Exemplul 2. — Vom vedea in continuare (cf. capitolelor IV gi V)
ca spatiile Hilbert sunt uniform convexe, precum si spatiile LP, pentru
1 < p < oo. Din contra, spatiile L!(Q), L>(Q) si C(K) (K compact) nu
sunt uniform convexe.

e Teorema II1.29 (Milman—Pettis). — Orice spatiu Banach
uniform convex este reflexiv.

REMARCA 21. — Este surprinzator ca o proprietate de natura ge-
ometrica (uniform convexitatea) antreneaza o proprietate de natura
topologica (reflexivitatea). Uniform convexitatea este adesea un instru-
ment comod pentru a demonstra ca un spatiu este reflexiv [dar aceasta
metoda nu functioneaza intotdeauna: exista spatii reflexive care nu au
nici o norméa echivalenta uniform convexa).

DEMONSTRATIE. — Fie £ € E” cu ||€|| = 1. Trebuie sa aratam ca
¢ € J(Bg). Cum J(Bg) este inchisa in E” pentru topologia tare, este
suficient sa demonstram ca

(6) Ve >0 3z € Bp astfel incat ||€ — J(2)|| < e.

Fie deci € > 0 si fie > 0 corespunzator definitiei uniform convexitatii.
Alegem f € E’ astfel incat ||f|| =1 i

J
) €n>1-3
(acest lucru este posibil deoarece ||£|| = 1). Fie

)
V={n€E”; [(n =& f)l <2}'

Deci V' este o vecinatate a lui £ in topologia o(E”, E’). Conform lemei
111.4, VN J(Bg) # 0. Fixam x € By, astfel incat J(z) € V.

"Cu titlu de exercitiu, faceti rationamentul cu ¢ si 6!
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Aratam ca & € J(x) + eBgr — ceea ce va incheia demonstratia.
Rationam prin absurd si presupunem ca & € (J(z) + eBgr)® = W. Ob-
servam ca W este o vecinatate a lui € in topologia o(E”, E') (pentru
ca Bpr este inchisa in o(FE”, E')). Aplicand din nou lema II1.4 avem
(VNW)NJ(Bg) # 0, adica exista y € Bg astfel incat J(y) € VN W.
Observand ca J(z), J(y) € V, avem

(.)€ < 3

Prin adunarea acestor inegalitati obtinem
206, f) <{fiz+y) +o<|z+yl+0

Folosind acum (7) obtinem

|~z

In consecinta (din uniform convexitate), ||z — y|| < &; acest lucru este
absurd caci J(y) € W (adica ||z — y|| > ¢).
Incheiem cu o proprietate utila a spatiilor uniform convexe.

Propozitie I11.30. — Fie FE un spatiu Banach uniform convex.
Fie (z,) un gir in E astfel incat z,, — = pentru topologia slaba
o(E,FE') si

limsup ||z, || < {|]

Atunci z,, — r in topologia tare.

DEMONSTRATIE. — Putem presupune ca z # 0 (daca nu, concluzia
este evidenta). Fie

Ao =Max ([zall, ll2]), yo =Ml sty =z e,
adica A\, — ||z|| si y, — y slab in o(E, E’). Rezulta ca
Yn —i—yH

lly|| < liminf

(cf. propozitiei I11.5, (ii7)).

y"TerH — 1. Deducem din

uniform convexitate ca ||y, — y|| — 0 si deci x,, — = In topologia tare.

Pe de alta parte, ||y|| = 1, ||y.|| < 1, deci
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II1.8 Comentarii asupra capitolului II1

1) Topologiile o(E, E"), o(E', E") si o(F', E) sunt topologii local con-
vexe separate. In consecinta, ele se bucura de proprietatile generale
ale spatiilor local convexe. Printre altele, teoremele lui Hahn-Banach

(formele geometrice), teorema lui Krein-Milman, etc... raman valabile;
vezi Bourbaki [1] si [EX].

2) Alte rezultate privind topologiile slabe merita a fi mentionate. De
exemplu,

x Teorema II1.31 (Banach-Dieudonné—Krein-Smulian). —
Fie E un spatiu Banach si fie C C E' convexa. Presupunem
ca pentru orice intreg n multimea C' N (nBg/) este inchisa pen-
tru topologia o(E’, E). Atunci C este inchisa pentru topologia
o(E'E).

Cititorul interesat poate gasi demonstratia in Bourbaki [1], Larsen
[1], Holmes [1], Dunford—Schwartz [1], Schaefer [1] si ca exercitiu in [EX].
Referintele citate contin si numeroase alte proprietati legate de teorema
Eberlein-Smulian.

3) Teoria spatiilor vectoriale in dualitate, care generalizeaza dual-
itatea (E, E'), a cunoscut orele sale de glorie in perioada 1940-1950.
Spunem ca doua spatii vectoriale X si Y sunt in dualitate daca exista
o forma biliniara (, ) pe X x Y care separa punctele (adica Va # 0 Jy
astfel incat (x,y) # 0 si Vy # 0 Jz astfel incat (r,y) # 0). Se pot
defini pe X (resp. pe Y') mai multe topologii local convexe. Printre cele
mai intalnite vom retine, in afara topologiei slabe o(X,Y"), topologia lui
Mackey 7(X,Y), topologia tare 5(X,Y), etc. Aceste topologii joaca un
rol interesant atunci cand se lucreaza cu spatii care nu sunt normate, de
exemplu spatiile care intervin in teoria distributiilor. Legat de spatiile
vectoriale in dualitate se pot consulta lucrarile Bourbaki [1], Schaefer [1],
Kothe [1], Treves [1], Kelley-Namioka [1], Edwards [1].

4) Proprietatile de separabilitate, de reflexivitate si de uniform convex-
itate sunt strans legate si de proprietatile de diferentiabilitate ale
functiei © — ||z|| (vezi Diestel [1], Beauzamy [1] si [EX]). Existenta
unei norme echivalente care poseda bune proprietati geometrice este
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un subiect foarte studiat; de pilda, cum se caracterizeaza spatiile Ba-
nach care au o norma echivalentd uniform convexd? (¥). Geometria
spatiilor Banach a cunoscut o dezvoltare spectaculoasa in ultimele
decenii, gratie lucrarilor lui James, Dvoretsky, Grothendieck, Linden-
strauss, Pelczynski, Enflo, Johnson, Rosenthal, L. Schwartz si elevii lor
(Pisier, Maurey, Beauzamy ...), etc. In acest sens se pot consulta lucrarile
lui Beauzamy [1], Diestel [1],[2], Lindenstrauss-Tzafriri [2] si L. Schwartz
[4].

8 Aceste spatii se numesc super-reflexive, vezi Diestel [1] si Beauzamy [1]



Capitolul IV

SPATIILE L”

In cele ce urmeaza, €2 va fi un deschis din RY inzestrat cu masura
Lebesgue dx. Presupunem ca cititorul este familiarizat cu notiunile
de functie integrabila, functie masurabila si multime neglijabila;
vezi de exemplu Marle [1], Malliavin [1], Neveu [1], Rudin [2], Guichardet
[1], Dieudonné [2], Kolmogorov-Fomin [1], Chae [1], Hewitt-Stromberg
[1], Wheeden-Zygmund [1] etc. Notam cu L'(Q) spatiul functiilor inte-
grabile pe €2 cu valori in R. Fie

£l = /Q \f(2)| d.

Cand nu va exista ambiguitate vom scrie L' in loc de L'(Q) si /f n

loc de / f(z)dz. De obicei identificim doud functii din L' care coincid
Q
a.p.t. = aproape peste tot (= cu exceptia unei multimi neglijabile).
Reamintim acum urmatoarele rezultate.

IV.1 Cateva rezultate de integrare care trebuie ne-
aparat cunoscute

e Teorema IV.1 (Teorema de convergentia monotona a lui Beppo
Levi). — Fie (f,) un sir crescdtor de functii din L' astfel incat

Supn/fn < 0.

Atunci f,(x) converge a.p.t. pe () catre o limita finita notata
f(x); in plus, f € L' si||f, — fllzr — 0.

87
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e Teorema IV.2 (Teorema convergentei dominate a lui
Lebesgue). — Fie (f,) un sir de functii din L'. Presupunem ci

a) fu(zr) — f(z) a.p.t. in Q,

b) existd o functie g € L' astfel incat pentru orice n, |f,(z)| <
g(z) a.p.t. in Q ().

Atunci f e L' si ||f, — fllzr — 0.

Lema IV.1. (Lema lui Fatou). — Fie (f,) un sir de functii din
L' astfel incat
(1) pentru orice n, f, >0 a.p..

(2) Supn/fn < 0.

Pentru fiecare = € Q punem f(z) = liminf, . f.(z).
Atunci f € L' si

[ 1 <timint [ f,.

Notatie. — Notam cu C.(RY) spatiul functiilor continue pe Q cu
suport compact, adica

C.()={feC(Q);f(x)=0 VreQ\K, unde K C Q) este compacta}.

Teorema IV.3 (Teorema de densitate). — Spatiul C.(2) este
dens in L'(Q); adica

Vfe L' Q) Ve >0 3f; € C.(Q) astfel incat ||f — fi <e.

Fie Q; ¢ RM, Q, ¢ R™, multimi deschise si fie F': Q; x Qy — R o
functie masurabila.

Teorema IV.4 (Tonelli). — Presupunem ca
/ |F(z,y)|dy < co pentru a.p.t. z €
Q2

si ca
/ da:/ |F(z,y)|dy < oc.
o Qs

!Spunem ci g este un majorant integrabil al functiilor (f,,).
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Atunci F € L' x Q).
Teorema IV.5 (Fubini). — Presupunem ci F € L'(Q; x ).
Atunci, pentru a.p.t. z € Q, F(z,y) € L, () si /92 F(z,y)dy €
L (Sy).
Analog, pentru a.p.t. y € Oy, F(z,y) € LL(;) si /91 F(z,y)dx €
L)

In plus, avem

/dx/ F(x,y)dy:/ dy F(x,y)dx:/ / F(z,y)dx dy.
(o)) 0y Qs (o) 01 0,

IV.2 Definitia si proprietatile elementare ale spatii-
lor LP

Definitie. — Fiep € R cu 1 < p < oo; definim
LP(Q2) = {f : Q — R, f este masurabila gi | f|P € Ll(Q)}.

Notam
1/p

£l = | [ 7@ do

Vom verifica ulterior ca || ||z» este o norma.

Definitie. — Notam

L>(Q) = {f:Q — R, f este masurabila si 3C astfel incat
|f(z)] < C a.p.t. in Q}.
Fie
[fllzee = I flloc = Inf{C; |f(z)| < C ap.t. in Q}.
Vom verifica ulterior ca || || este o norma.

REMARCA 1. — Daca f € L*™ atunci

If(2)] < ||f]loe a.p.t. in Q.
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Intr-adevar, exista un sir C,, astfel incat C,, — ||f||o si pentru orice n,
|f(z)] < C, a.p.t. in Q. Deci |f(z)| < C, pentru orice z € Q\ E,, cu
|E,| = 0. Fie E = U E,, deci |E| =04 |f(z)] < ||fl|loo, pentru orice
reQ\E.

Notatie. — Fie 1 < p < oo; notam cu p’ exponentul conjugat al

lui p, adica
o1 1

4+ — =
p P
e Teorema IV.6 (Inegalitatea lui Holder). — Fie f € L si
geL” cul<p<oo. Atunci fge L' si

(3) J1791 < S Nl o

DEMONSTRATIE. — Concluzia este evidenta daca p = 1 sau p = oo.
Fie 1 < p < co. Reamintim inegalitatea lui Young (?)

1 1
(4) ab< —a’ + = VYa >0, Vb2>0;
p p

demonstratia inegalitatii (4) este evidenta: functia “log” fiind concava
pe (0,00), avem

1 1 1 1 /
log (ap + /bp> > —loga” + — logb” = log(ab).
p p p p

Deci 1 1
|f(z)g(z)] < Elf(w)\p + ?\g(x)!p' a.p.t. v € Q.

Rezultd ca fg € L' si
| R
(5) J 1ol < U1+ llal

Inlocuind f cu Af (A > 0) in (5) avem

pU 1 /
(6) J 176l < =g+ ol

2Vom utiliza uneori aceasta inegalitate sub forma ab < eaP + Csbp/ cu C, =
—-1/(p—1)
€ )
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Alegem \ = HfHZT}HgHgI{,p (care minimizeaza membrul drept din (6)).
Obtinem astfel (3).

REMARCA 2. — Retinem urmatoarea consecinta foarte utila a ine-
galitatii lui Holder: fie f1, fo, ..., fr functii astfel incat

1 1 1 1
fielP, 1<i<kcu-=—+—+...+— <1,
p P11 P2 Pk

atunci f = fifs... fr apartine lui L? i
Il < frllzollfollzee - il 2o

In particular, daca f € LPN L% cul <p <q < oo, atunci f € L" pentru
orice r cu p < r < ¢ si are loc urmatoarea inegalitate de interpolare

o . 1 o 1-«
£z < IANZ N f e unde — = — + , (0<a<);
r . p q
(vezi [EX]).
Teorema IV.7. — [P este un spatiu vectorial si || ||;» este o

norma, pentru orice 1 < p < oo.

DEMONSTRATIE. — Cazurile p = 1 si p = oo sunt evidente (se uti-
lizeaza remarca 1). Presupunem ca 1 < p < oo i fie f,g € LP. Avem

[f(2) +g(@)[" < (If (@) + g(@)])” < 2°(|f (2)[” + |g()]P).

In consecinta, f + g € LP. Pe de alta parte,

IF+ gl = [1f + gl 17+ gl < [ 17+ g1+ [1F +gllgl
Dar |f +g|P~! € L¥ si, conform inegalitatii lui Hélder,

-1
I1f + 9l < 1F + gl (L lle + llgllze),

adica
1f +glle < || fllze + [lg]lzr-

e Teorema IV.8 (Fischer-Riesz). — L” este un spatiu
Banach pentru orice 1 < p < oo.
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DEMONSTRATIE.
1) Presupunem mai intai ca p = oo. Fie (f,) un gir Cauchy in L*°. Fiind
dat un intreg k > 1, existd un intreg Nj, astfel incat || fn — fulloo < 1
pentru m,n > Nj. Deci exista Ej neglijabila astfel incat

(1) () — ful@)] < ]t Ve e Q\ By, Ym,n> Ny

Fie £ = U, Ex (F este neglijabila). Atunci pentru orice x € Q \ E, sirul
fn(x) este Cauchy in R. Fie f,(x) — f(x) pentru x € Q\ E. Trecand la
limita in (7) cand m — oo obtinem

1
|f(x) = fu(x)] < % pentru orice z € Q\ E, Vn > Nj.

Deci f € L= si [|f — falloo < ]1 Vn > Nj. Prin urmare, f, — f in L.
2) Presupunem acum ca 1 < p < oco. Fie (f,) un sir Cauchy in LP.

Este suficient ca aratam ca (f,,) contine un subgir convergent in LP.
Extragem un subsir (f,,) astfel incat

1
”f”k+1 - fnkHLP < 27 vk > 1.

1
[se procedeaza astfel: exista n; astfel incat || f, — foullzr < 5 Vm,n > ny;

alegem apoi ny > ny astfel incat || f, — fullr < 2 Vm,n > ny ete...].
Vom demonstra ca f,, converge in LP. Pentru a simplifica notatiile vom
scrie f 1n loc de f,, . Deci

(8) | frr1 — frllze < 21k Vk > 1.
Punand .
gn(@) =D | frrr(z) — frl2)],
k=1

avem
lgnllzr < 1.

Deducem din teorema convergentei monotone ca g,(x) tinde la o limita
finita g(x), a.p.t. in Q, cu g € LP. Pe de altd parte, pentru orice
m>n> 2,

| fn (@)= fn(@)] < | frn (@) = frna (@) |+ A fria (2) = fal@)] < 9(2) =g (2).
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Rezulta ca, a.p.t. in Q, f,(x) este un sir Cauchy si converge la o limita
finita f(z). Avem, a.p.t. in Q,

(9) [f(2) = fulz)| < g(x)  pentrun > 2

si, In particular, f € LP. In final obtinem || f, — f|lz» — 0, deoarece
|fu(z) — f(x)]P — 0 a.p.t. si|f, — f]P < g € L'. Concluziondm folosind
teorema convergentei dominate a lui Lebesgue.

Teorema IV.9. — Fie (f,) un sir in L? si fie f € LP astfel incat
[fn = fllLr — 0.

Atunci exista un subsir (f,,,) si o functie h € L? astfel incat

a) fo,(x) — f(x) a.p.t. in Q,

b) | fu.(x)] < h(x) VEk, a.p.t. in Q.

DEMONSTRATIE. — Concluzia este evidenta daca p = oco. Pre-
supunem deci ca 1 < p < oo. Deoarece (f,) este un gir Cauchy putem
relua demonstratia teoremei IV.8 pentru a extrage un subsir (f,,) care
verifica (8). Continuand ca in demonstratia teoremei IV.8, deducem ca
fn, (@) converge a.p.t. citre o limita notata cu f*(z) (*). In plus, conform
(9),

|f*(z) = fu, ()] < g(z) VE, a.pt. In Qcuge LP.

Rezulta ca f* € LP si ca f, — f* in LP (conform teoremei lui Lebesgue).
In consecinta, f = f* a.p.t. i deducem a). Pentru a deduce b), e suficient
sa alegem h = f* + g.

IV.3 Reflexivitate. Separabilitate. Dualul lui L”

Vom distinge studiul urmatoarelor trei cazuri:

(A) l<p<o
(B) p=1
(@) p= 00

3A priori trebuie sa distingem f si f*: stim ca f,, — f in LP i ca f,, (z) — f*(2)
a.p.t. in Q.
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A. Studiul lui L? pentru 1 < p < oc.
Acest caz este cel mai “favorabil”: LP este reflexiv, separabil si dualul
lui L? este LY.

e Teorema IV.10. — L? is reflexiv pentru orice 1 < p < oo.

Demonstratia se compune din trei etape:
Prima etapa (Prima inegalitate a lui Clarkson). - Fie 2 <p <

oco. Avem

p p

- |
(10 F I <30t e

f+g
2 2

Lpr Lpr

DEMONSTRATIE. — Bineinteles, este suficient sa aratam ca

a+bl’ la—bl" 1
< —(|al? + ") Va,be R.
- | < 5(lel + ) va,
Avem
o + [ < (o + PP Va, 620
(prin omogenitate, reducem studiul la § = 1 gi observam ca functia
b
(2% + 1)P/2 — 27 — 1 este crescitoare pe [0,00)). Alegand o = atb si
—b
0= a obtinem
a+bl’ la—b

a+62 a—>b
2 2

2)1?/2

[ultima inegalitate rezultd din convexitatea functiei x + |2[P/? pentru
p>2|.

|

a2 B\"?* 1
= JR— J— < — p P_
(S+5) =t

Etapa a doua: LP este uniform convex, si deci reflexiv pentru 2 <
p < 00.

Intr-adevar, fie e > 0 gi f,g € LP cu ||fllzr < 1, ||gllzr < 1 si
|f = gllzr > ¢ . Din (10) deducem ca

p p
wa <1_(6> c1-s
2 || 2
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§=1- [1— (;)T/p>o.

In consecinta, LP este uniform convex si deci reflexiv, conform teoremei
I11.29.

cu

Etapa a treia: LP este reflexiv pentru 1 < p < 2.

DEMONSTRATIE. — Fie 1 < p < 2. Consideram operatorul 7" : LP —
(LP")" definit dupa cum urmeaza:

Fie u € LP fixat; aplicatia f € L — / uf este o functionala liniara
si continud pe L si deci defineste un element Tu in (LP')" astfel incat
(Tu, ) :/uf VfelL”.
Conform inegalitatii lui Holder avem
(T, ) < luller [l V€L
si deci
(11) HTUH(LP/)’ < [Jul|zs-
Pe de alta parte, fie
folz) = [u(@)P~*u(z)  (folz) =0 dacd u(z) =0).
Avem fo € L7, || follpw = llullz" si (Tu, fo) = [Jul|%,. Deci

<TU, f0>
I.foll

Comparand (11) si (12) obtinem [|Tul| ), = |lul/r». Rezultd c& T este o

(12) [Tull oy = = [lullz»-

izometrie de la LP intr-un subspatiu inchis (deoarece LP este complet) al
lui (L?). Dar L¥ este reflexiv (etapa a doua) si deci (corolarul 111.18),
spatiul (L”)" este reflexiv. Conform propozitiei I11.17, rezulti cia T(LP)
este reflexiv gi aceeasi proprietate o are si LP.

REMARCA 3. — Aratam ca LP este uniform convex daca 1 < p < 2.
Utilizam in acest scop a doua inegalitate a lui Clarkson, valabila pentru
l<p<L2:

gl L |F -9 2 1 Y=
S 152 < G + o)

Lp Lp
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Aceasta inegalitate este mult mai dificil de stabilit decat prima inegalitate
a lui Clarkson; vezi de exemplu [EX] sau Hewitt-Stromberg [1]. Pentru
o abordare diferita, vezi Diestel [1], Morawetz [1] si [EX].

e Teorema IV.11 (Teorema de reprezentare a lui Riesz). —
Fie 1 < p < oo si ¢ € (L?). Atunci existd si este unic v € L”
astfel incat

0.0y = [ uf wier
In plus,
Jull o = ”¢||(Lp)/~

e REMARCA 4. — Teorema IV.11 este foarte importanta. Ea exprima
faptul ca orice functionala liniara si continua pe LP cu 1 < p < oo poate
fi reprezentati cu ajutorul unei functii din L”'. Aplicatia ¢ — u este un
operator liniar, izometric si surjectiv, care permite sa se identifice dualul
lui LP cu L. In cele ce urmeazi vom face in mod sistematic
identificarea

(LP) = L”.

DEMONSTRATIE. — Definim operatorul 71" : LY — (LP)" prin
(Tu,f) = [uf vue LV, vfer.
Avem
ITull gy = il V€ 17

(se procedeaza ca in demonstratia teoremei IV.10, etapa a treia). Trebuie
sa demonstram ca T este surjectiv. Intr-adevar, fie E = T(L?"). Deoarece
E este un subspatiu inchis, este suficient sa aratam ca E este dens in
(LP)'. Fie h € (LP)" [=L", deoarece LP este reflexiv] astfel incat (h, Tu) =
0 Yu e LP: verificim ca h = 0. Avem

/uh: (Tu,h)y =0 Yue L¥.

Alegand u = |h|P~2h deducem c& h = 0.

Teorema IV.12 (Densitate). — Spatiul C.(Q2) este dens in
LP(Q2) pentru orice 1 < p < oc.
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Incepem cu o definitie si o lema.
Definitie. — Fie 1 < p < oo; spunem ca o functie f : {2 — R apartine

lui 17 .(Q) daca flx € LP(Q) pentru orice compact K C €.

loc

Lema IV.2. — Fie f € L] () astfel incat

(13) /M:OWwamy

Atunci f =0 a.p.t. in Q.

DEMONSTRATIA LEMEI IV.2. — Procedam in doua etape:

1) Presupunem ci avem, in plus, f € L*(Q) si [2] < oo (4).

Fiind dat € > 0, exista f; € C.(2) astfel incat ||f — fi||z: < e. Din
(13) obtinem

(14) ‘/flu

Fie

<e|lullpe Vu € C.(Q).

Ki={zeQ; fi(r)>c¢e}
Ky, ={x€Q; fi(z) < —c}.

Deoarece K si K5 sunt multimi compacte si disjuncte, se poate construi
cu teorema lui Tietze-Urysohn (vezi Dieudonné [1], L. Schwartz [2] sau
Yosida [1]) o functie uy € C.(f2) astfel incat ug(x) = +1 daca z € K,
up(z) = —1 daca = € K si |up(z)| < 1 pentru orice x € Q. Fie K =
K, U K,. Atunci

/Qf1U0=/Q\Kf1Uo+/Kf1U0

si deci, conform (14),

/K’f1| Z/I(f1U0§€+/§2\K|f1U0| §€+/Q\K|f1|-

In consecinta,

/ﬁﬁ%z/lﬁw+/ \ﬁ|§e+2/ |f1] < e+ 2¢]Q,
Q K O\K O\K

4Fiind datd A C Q masurabild, notdm cu |A| m&sura lui 4; |A| poate fi, eventual,
infinita.




REFLEXIVITATE SI SEPARABILITATE 98

deoarece

|fil<e peQ\ K.

Deci
[fllze < Nf = filler + 1 fillze < 22 +2¢]9.

Aceasta inegalitate fiind verificata pentru orice € > 0 rezulta ca f = 0
a.p.t. in €.

2) Consideram acum cazul general. Scriem 2 = |, 2, cu , de-
schise si marginite, Q, C Q. [Se poate lua de exemplu Q, = {z €
Q; dist (z,Q°) > 1/n si |z| < n}]. Aplicand situatia precedenta pentru
, 1 fla, deducem ca f =0 a.p.t. in €, si obtinem apoi f = 0 a.p.t. in
Q.

DEMONSTRATIA TEOREMEI 1V.12. — Stim deja ca C.(Q2) este dens
in L'(Q). Presupunem acum cd 1 < p < oo. Pentru a demonstra ca
C.(Q) este dens in LP(Q) este suficient s& verificim ci daca h € L¥ (Q)

satisface / hu = 0 pentru orice u € C,(2), atunci h = 0. Dar h € L{..(Q2)

loc

pentru ca /|h1K| < k|| | K|P < o0 si deci putem aplica lema IV.2

pentru a deduce ca h = 0 a.p.t.
Teorema IV.13. — L?(Q2) este separabil pentru 1 < p < oc.

DEMONSTRATIE. — Fie (R;);c; o familie numarabila de multimi R de
forma R = []5_,(ax, br) cu az, b € Qsi R C Q.

Fie E spatiul vectorial peste Q generat de functiile 1g,, adica combi-
natiile liniare finite cu coeficienti rationali de functii 1p,. Rezulta ca E
este numarabila. Sa aratam ca F este densa in LP(Q). Intr-adevar, fiind
dati f € LP(Q) sie > 0, exista f; € C.(Q) astfel incat ||f — fillr < €
(teorema IV.12). Fie € un deschis marginit astfel incat Supp f; C
Q' C Q. Intrucat fi € C.(Y), exista fy € F astfel incat Supp fo C Q' si

|fi(z) — fa(z)| < |Q/6|1/p a.p.t. in 2 (se incepe prin a acoperi Supp f cu

un numar finit de multimi pavate R; pe care oscilatia lui f; este inferioara

€ ¢ . .
‘Q,P/p). Rezulta ca ||fo — fillpr < e sidec || f — fal| < 2e.

REMARCA 5. — Pentru a demonstra teorema IV.13 am fi putut face
apel si la faptul ca daca K este un spatiu metric compact atunci C'(K)

lui

este separabil (vezi de exemplu Dieudonné [1] (7.4.4)).
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B. Studiul lui L.

e Teorema IV.14. — Fie ¢ € (L'). Atunci existd in mod unic
u € L™ astfel incat

0. f)= [uf vfeL"

In plus
[ul|oe = [[@l 21y

e REMARCA 6. — Teorema IV.14 afirma ca orice functionala liniara
si continud pe L' poate fi reprezentata cu ajutorul unei functii din L.
Aplicatia ¢ — u este o izometrie surjectiva care permite sa identificam
(L')" si L. In continuare vom face in mod sistematic identifi-
carea:

(LY = L.

DEMONSTRATIE. — Incepem prin a demonstra existenta lui u. Fixam
o functie 6 € L?*(2) astfel incat pentru orice compact K C Q, 0(x) >
ex > 0 a.p.t. pe K. [Este evident ca o asemenea functie exista: luam
O(z) = a,, pentru z € Q, n < |z| < n+ 1 gl ajustam constantele a,
astfel incat 0 € L*(Q).] Aplicatia f € L*(Q) — (¢, 0f) este o functionald
liniard si continua pe L?(Q2). Conform teoremei IV.11 (aplicata cu p = 2)
exista o functie v € L?(Q) astfel incat

(15) (0,07) = [vf ¥ferXQ).

Fie u(z) = v(x)/6(z). Evident, u este bine definita deoarece § > 0 pe
Q) si u este masurabila. Aratam ca u € L™ si ca ||ulp~ < ||@f1y-
Conform (15) avem

(16) R R X PR

Fixam C' > ||¢[|(z1y. Aratam ca multimea

A={x € Q;u(x)| > C}
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este neglijabila (va rezulta ca u € L™ si ca ||u|p~ < [[||(z1)). Rationam
prin reducere la absurd. Dacd A nu este neglijabild, existi A C A
masurabila astfel incat
+1  daciz € A u(z) >0
f(z) = —1  daciz e A, u(z) <0

0 dacd z € w\ A.

Rezulta ca /~ [u|0 < oLy / 6, ceea ce este absurd deoarece /~ 6 > 0.
A i A

Recapitulam: am construit u € L>(€2) astfel incat ||u|g < ||¢| L1y
s

>

(17) (¢,9f>:/u9f Vfe L2
Rezulta ca

(18) Wm:/w Vg € C.(Q).

Intr-adevar, daca g € C.(R2), atunci f = % € L* (pentruca § > e >0

pe Supp g) si putem inlocui f in (17). Deoarece C.() este dens in L'
deducem din (18) ca

<@m=/w Vg e L.

In sfarsit, avem

(6.9 < [ lugl < ljulle=llgll ¥y € L'

si deci ||@| 21y < ||ul|pee. In consecinta, ||¢[|(r1y = ||u||pe. Unicitatea lui
u este o consecinta imediata a lemei IV.2.

e REMARCA 7. — Spatiul L'(Q2) nu este reflexiv. Intr-adevar,
sa presupunem (pentru a fixa ideile) ca 0 € €. Sa consideram sirul

1
fn = O‘nlB(o 1y cun suficient de mare astfel incat B (O, ) C Qsi
n n
1 -1
a, = ‘B (O, ) , ceea ce implicd || f,||;r = 1. Daca L' ar fi reflexiv
n
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ar exista un subsir (f,,) si f € L' astfel incat f,, — f pentru topologia
slaba o (L', L>). Deci

(19) [ o= [ 1o voer.

Daca ¢ € C.(2\ {0}) atunci /fnkgb = ( pentru k suficient de mare. Din

(19) rezulta ca
[1o=0 voec \{0}),

Aplicand lema IV.2 in deschisul Q \ {0} functiei f (restransa la Q\ {0})
obtinem ca f =0 a.p.t. pe 2\ {0}. Deci f =0 a.p.t. in Q. Daca luam

¢ =11n (19), rezulta ca /f =1, ceea ce este absurd.

C. Studiul lui L*.

Am vizut (teorema IV.14) ca L>® = (L'). De aceea, spatiul L> se
bucura de cateva proprietati remarcabile. Printre altele, avem

e (i) Bila unitate inchisa B~ este compacta pentru topologia x slaba
o(L>®, L") (cf. teoremei II1.15).

e (ii) Daca (f,) este un sgir marginit in L*>(2), se poate extrage
un subsir (f,,) si f € L>®(Q) astfel incat f,, — f pentru topologia x
o(L>, L") (teoremele I11.25 gi IV.13).

Cu toate acestea, L°(2) nu este reflexiv (in caz contrar, L' ar fi
reflexiv, conform corolarului I11.18 si stim deja c& L' nu este reflexiv).

Dualul lui L* contine L' (deoarece L> = (L')'), dar (L>) este
strict mai mare decat L!. Cu alte cuvinte, exista functionale liniare si
continue ¢ pe L™ care nu sunt de tipul

(9, f) = /uf Vf € L™ si pentru un anumit u € L.

Sa construim un exemplu “concret” de asemenea functionala. Presupu-
nem ca 0 € Q i fie ¢g : C.(2) — R definita prin

¢o(f) = f(0) pentru f € Cc(€).

Evident, ¢q este o functionala liniara si continua pe C,(€2) pentru norma
| [|co- Conform teoremei lui Hahn-Banach, putem prelungi ¢ la o func-
tionala liniara si continua ¢ pe L*(£2). Avem

(20) (9, 1) = 1(0) VfeC().
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Ardtam ca nu exista u € L! astfel incat
0. 1) = [uf ¥feL

Presupunem prin reducere la absurd ca o asemenea functie u exista. Deci

Jur=0 vfec(o\{o}),
Aplicand lema IV.2 (pe 2\ {0})) obtinem ca u = 0 a.p.t. in Q. Deci

(¢,f) =0 Vfel™,
ceea ce contrazice (20).

* REMARCA 8. — Daca dualul lui L*® nu coincide cu L! putem
totusi sa ne intrebam cu ce “seamana” (L°°)'? In acest sens consideram
L*>(€; C) ca o C* algebra comutativa (vezi de exemplu Rudin [1]). Con-
form teoremei lui Gelfand, L>°(£2; C) este izomorfa si izometrica cu
C(K;C) (unde K este un spatiu topologic compact, mai precis spec-
trul algebrei L>°). Deci (L>(£2;C))’ se identifica cu spatiul masurilor
(Radon) pe K (cu valori in C) [si L>®(2;R)’ se identifica cu spatiul
masurilor (Radon) pe K cu valori in R|. Pentru mai multe detalii, vezi
Rudin [1] si Yosida [1] (p. 118).

REMARCA 9. — Spatiul L*™ nu este separabil. Pentru a stabili
acest lucru este comod sa utilizam

Lema IV.3. — Fie F un spatiu Banach. Presupunem ca exista
o familie (O;);c; astfel incat

(1) pentru orice i € I, O; este o submultime deschisa si nevida
lui F,

(i) O;NO0; =0 daca i #j ,

(77i) I nu este numarabila.

Atunci E nu este separabil.

DEMONSTRATIA LEMEI [V.3. — Rationam prin absurd si presupunem
ca E este separabil. Fie (uy)nen un sir dens in E. Pentru orice i € I,
O;N (Un)nen # 0 si alegem n (i) astfel incat u, ;) € O;. Aplicatia ¢ — n(i)
este injectiva; intr-adevar, daca n(i) = n(j), atunci u, ) = un(j) € 0;N0;
si deci i = j. Deci I este numarabila, ceea ce contrazice (ii7).
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Aratam in cele ce urmeaza ca L™ nu este separabil. Pentru orice
a € Q, fixam r, < dist (a, Q°); fie uy = 1p@y,) s

Oa ={f € L% |If —ttalloo <1/2} .

Verificam cu ugurinta ca familia (O, )q.cq satisface (7), (ii) si (ii9).

Tabloul urmator sintetizeaza principalele proprietati ale spatiilor LP
intalnite in §IV.3.

Reflexiv | Separabil Spatiul dual
LPcul<p<oo DA DA i
Lt NU DA L>

L*> NU NU Contine strict L*

IV.4 Convolutie si regularizare

In acest paragraf, cu exceptia propozitiei IV.17 si a corolarului IV.23 vom
lua Q = RY.

e Teorema IV.15. —Fie f € L'(RY)sig e LP(RY)cul < p < cc.

Atunci, pentru a.p.t. z € RY functia y — f(z — y)g(y) este
integrabila pe R"V.

Definim

(fxg)(x) = / flx —y)g(y) dy.

RN

Atunci fxg € LP(RY) si

1/ % glle < (£l llgllze-

DEMONSTRATIE. — Concluzia este evidenta daca p = oo. Pre-
supunem mai intai ca p = 1 si definim

F(x,y) = f(z —y)g(v).

Pentru a.p.t. y € RY avem

L@ y)lde = lg@)| [ 1f(=y)lde =g 1] < o0
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si

oy [ IFG@y)lde = £l gl < oo.

Aplicand teorema lui Tonelli (teorema IV.4) obtinem F' € L'(RY x RY).
Conform teoremei lui Fubini (teorema IV.5) avem

/RN |F(z,y)|dy < oo a.p.t. x € RY

[ e [ 1Pyl dy < £l llgl.
RN RN

Acest rezultat corespunde exact concluziei teoremei IV.15.

Presupunem acum ca 1 < p < oo. Conform cazului precedent, stim ca
pentru a.p.t. € RY fixat, functiay — |f(z—y)| |g(y)|P este integrabila
pe RV, adica

| (z = y)|"?lg(y)| € LE(RN).

Deoarece |f(x,y)|"/* € L’;(RN), deducem din inegalitatea lui Holder ca

[f(@=)llgw)| = £z =" f(x = y)|'"lg(y)| € Ly(RV)

’ 1/17
[ V@ = llgldy < IV ([ 1@ = ol o) dy)
adica
(F * ) @) < I (1F] % 1gl”) ()
Aplicand rezultatul din cazul p = 1 obtinem fxg € LP(RY) i

1F gl < AR 11l gl
adica
1 * gl < I fllzillgll e
Notatie. — Fiind dati o functie f, definim f(z) = f(—=z).

Propozitia IV.16. — Fie f ¢ L'(R"), g € L?(R") si h € L7 (RN).
Atunci

/RN(f*g)h = /RN g(f *h).
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DEMONSTRATIE. — Functia F(z,y) = f(z — y)g(y)h(x) apartine lui
LY RN x RY) deoarece

[ i@z [ 15 =)l loty)ldy < o

conform teoremei IV.15 i inegalitatii lui Holder. Deci

J(fxg)(@)h(x)dr = [dv [F(z,y)dy = [dy [ F(v,y)dx
= [g(y)(f *h)(y) dy.

Suport si convolutie.

Notiunea de suport al unei functii continue f este bine cunoscuta:
este complementara celui mai mare deschis pe care f se anuleaza (sau, in
mod echivalent, este aderenta multimii {z; f(z) # 0}). Cand lucram cu
functii masurabile trebuie sa fim mai prudenti — deoarece aceste functii
sunt definite aproape peste tot — si definitia precedenta nu mai este con-
venabila (ne putem convinge de acest lucru considerand 1qg). Definitia
convenabila este urmatoarea:

Propozitia IV.17 si definitia suportului. — Fie Q@ ¢ R" o
multime deschisa si f : 2 — R. Consideram familia tuturor
multimilor deschise (w;)ic;, w; C RY astfel incat pentru orice
1€l, f=0a.p.t. In w;. Fie w = U;c;w;.

Atunci f =0 a.p.t. in w.

Prin definitie, Supp f = O\ w.

REMARCA 10.

a) Daca f; = fy a.p.t. in Q atunci Supp f; = Supp f2. Deci putem
vorbi de suportul unei functii f € L? (fara a preciza care reprezentant
se alege din clasa de echivalenta.

b) Daca f este continua pe 2 se verifica fara dificultate ca aceasta
definitie coincide cu definitia uzuala.

DEMONSTRATIE. — Nu este clar ca f = 0 a.p.t. In w deoarece familia
I nu este numarabila. Totusi putem reduce problema la cazul numarabil

prin procedeul urmator. Fie (K,,) un gir de multimi compacte astfel incat
w = Un Kn

se poate lua K, = {:L‘ € w; dist (z, RV \ w) >



CONVOLUTIE SI REGULARIZARE 106
Apoi, pentru orice n, K,, poate fi acoperita cu un numar finit de multimi
w;it K, C Uier, wi cu I, C I finita. Punand J = U, I,, (J este numarabila)
avem w = [J;cyw;. Deoarece f =0 a.p.t. In w;, rezulta ca f =0 a.p.t. In

w.

e Propozitia IV.18. — Fie f € L}(R") si g € LP(RY). Atunci

Supp (f * g) C Supp f + Suppyg

DEMONSTRATIE. — Fie z € R" astfel incat functiay — f(z —y)g(y)
este integrabila (vezi teorema IV.15). Avem

(f+9)@) = [ fla=y)glw)dy = | f(@ = y)g(y) dy.

(z—Supp f)NSupp g

Daca x & Supp f+Supp g, atunci (x—Supp f)NSuppg = 0 si (f*g)(x) =
0. Deci

(f *g)(x) =0 a.p.t. pe (Supp f + Supp g)*.

In particular,

(f*xg)(x) =0 a.p.t. pe Int[(Supp f + Supp g)°|

si, In consecinta,

Supp (f * g) C Supp f + Supp g.

e REMARCA 11. — Daca f si g au suportul compact, atunci f * g
are, de asemenea, suportul compact. Totusi f % g nu are, in mod nece-
sar, suportul compact daca doar una dintre functiile f si g are suportul
compact.

Propozitia IV.19. — Fie f € C.(R") si g € L] (R"). Atunci

(f *g) € CRY).

DEMONSTRATIE. — Observim mai intai cd pentru orice + € RV
functia y — f(z — y)g(y) este integrabild pe RY si deci (f * g)(x) are
sens pentru orice x € RV.
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Fie z, — x si

Fo(y) = f(zn —v)9(y)
F(y) = f(x —y)g(y).

Rezultd ca F,(y) — F(y) a.p.t. in RY. Pe de altd parte, fie K un
compact fixat astfel incat (x,, — Supp f) C K, pentru orice n. Deci
f(zn, —y) = 0 pentru y ¢ K. Rezulta ca |F,(y)| < || fllze1k(y), care
este un majorant integrabil. Aplicand teorema lui Lebesgue obtinem

(f +9)wn) = [ Falw)dy — [ Ply)dy = (f + g)().

Notatii. Fie O C RY o multime deschisa. C*(Q) reprezinta spatiul
functiilor care sunt de k ori continuu diferentiabile pe €.

C=(Q) =N CHQ)

Ce(Q) = CH(Q) N Ce()
CE(Q) = C*(Q) N C(Q)
(unii autori folosesc notatia D(§2) sau C°(Q2) in loc de C'°(12)).
e Propozitia IV.20. — Fie f € C*(R") si g € L] .(R") (k numéar

loc

intreg). Atunci
frgeC*RN) si DYfxg)=(D"f)xg (°).

In particular, dacd f € C®(RY) si g € LL.(RY), atunci fxg €
C>(RN).

DEMONSTRATIE. — Prin inductie reducem imediat problema la cazul
kE=1.

5D reprezinti oricare dintre derivatele partiale

g 9% gew

TR as A aw
O0x{" Oxg Oz

Daf: f7

unde |a| = a1 +as+...+ay < k.
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Fie z € RY fixat; aratam ca f * g este diferentiabila in z si ca
V(f*g)(x) = (Vf)*g(z) (°).

Fie h € RY cu |h| < 1 (cu tendinta de a lua h — 0). Pentru orice
y € RN avem

fx+h—y)—flx—y) —h-Vflx—-y)l=

[T+ sh— ) = b V£ = )] ds| < [ble(h])

cu g(|h|) — 0 cand |h| — 0 (deoarece V f este uniform continud pe R").
Fie K un compact in RY suficient de larg astfel incat x + B(0,1) \
Supp f C K. Avem

fle+h—y) —fle—y)—h-Vflx—y) =0 Yy¢ K, Vhe B(0,1)
si deci
[f(x+h—y)— flz—y) —h -V -y)<|hle(h)1x(y) ¥y € RY,
Vh € B(0,1).
Deci
[(f+ )@ +h) = (fxg)(@) = h-(Vf*g)(x)| <|hle(|h]) /K l9(y)| dy.

Rezulta ca f * g este diferentiabila in z i V(f % g)(x) = (Vf) % g(z).

Siruri regularizante
Definitie. — Se numeste sir regularizant (mollifiers in engleza)
orice sir de functii (p,)n>1 definite pe RY astfel incat

pn € CZ(RY), Supp pn © B(0,1/n), /pn —1, p,>0in RV,

In cele ce urmeaza vom utiliza in mod sistematic notatia (p,)
pentru a desemna un sir regularizant.

6vf:<af ﬂ 8f>

8‘%1’ 8£C27 "’&rN
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Remarcam ca exista giruri regularizante. Intr-adevar, este suficient
sd fixam o functie p € C°(RY) astfel incat Suppp C B(0,1), p > 0 1in

RY si [ p > 0; se poate considera, de exemplu, functia

TP daca |z| < 1
px) =
0 daca |z| > 1.
-1
Definim apoi p,(x) = Cn”p(nz) cu C = (/ p) .

Propozitia IV.21. — Fie f € C(R"). Atunci p,*f — f uniform
pe orice compact din R".

DEMONSTRATIE. — Fie K C R"™ un compact fixat. Pentru orice
e > 0 exista § > 0 (depinzand de K si €) astfel incat

lf(x—y)— f(x)|<e VexeK, Vye B(0,9).

Avem

(oo * [)(@) = f(x) = [If(@—y) = f(@)]pny) dy
= fB(o,l/n) [f(x —y) — f(@)]paly) dy.

Pentru n > 1/§ i x € K obtinem
(pnx @) = fl@) <& [ pu =<

e Teorema IV.22. — Fie f € IP(R") cu 1 < p < co. Atunci
(pn * f) — f in LP(RY).

DEMONSTRATIE. — Fiee > 0si f; € C.(RY) astfel incat || f— f1|r» <
e (vezi teorema IV.12). Conform proporzitiei IV.21 avem p, * fi — fi
uniform pe orice compact din RY. Pe de altd parte (vezi propozitia
IV.18)
Supp (pn * f1) C B(0,1/n) + Supp f1 C B(0,1) + Supp f1 C K,

unde K este un compact fixat. Deducem de aici ca

(o * f1) — fillp — O daca n — oo.
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In final, scriem

(o [) = = lpn* (F = JOL+ [(pn x 1) = Ni] + /2 = /]

si deci

[Con = f) = fllee < 201 = fullze + 1[(on = f1) = fille

(conform teoremei IV.15).
Deducem ca

limsup [|(pn * f) = fller <2¢ Ve >0

si deci
dm [(pn ) = fllL» = 0.

e Corolarul IV.23. — Fie Q C R" o multime deschisa.
Atunci C°(Q2) este dens in LP({2) pentru orice 1 < p < occ.

DEMONSTRATIE. (7) — Fie f € LP(Q), ¢ > 051 fi € C.(Q) astfel
incat

If = filler <e.

Definim functia

_ fi(r) dacax e
filz) =
0 dacd z € RV \ Q.

Deci f; € LP(RY) si (teorema IV.22) ||p, * f, — f1llzo@®y) — 0. Pe de
alta parte

- 1
Supp (pn * f1) C B (0, n) + Supp f1 C §2
pentru n suficient de mare. Fie u,, = (p, *71)‘9. Deci, pentru n suficient
de mare, u, € C.(Q) si, in plus, ||u, — fillzr@@ — 0. Deci, pentru n

suficient de mare, ||u, — fl|zr) < 2¢.

"Tehnica de regularizare prin convolutie a fost introdusa de Leray si Friedrichs.
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IV.5 Criteriu de compacitate tare in L

Este important sa putem recunoasgte cand o familie de functii LP(Q) este
relativ compacta in LP(€)) pentru topologia tare. Sa reamintim mai intai
teorema lui Ascoli, care raspunde la aceasta intrebare in C'(K), unde K
este un spatiu metric compact.

e Teorema IV.24 (Ascoli). — Fie K un spatiu metric compact
si ‘H o submultime marginita in C(K). Presupunem ca H este
uniform echicontinua, adica
(21)

Ve > 030 > 0 astfel incat d(zy,x2) < § = |f(x1)—f(x2)| <e VfeH.

Atunci H este relativ compacta in C(K).

Pentru demonstratia teoremei lui Ascoli vezi Dixmier [1], Choquet
[1], Dieudonné [1], Yosida [1].

Teorema urmatoare (si corolarul sau) reprezinta “versiuni LP” ale
teoremei lui Ascoli.

Notatii.

1) Fie (m.f)(z) = f(x + h) (translatia lui f cu h).

2) Fie Q@ € RY o multime deschisi; spunem c& un deschis w este tare

inclus in Q si scriem w CC Q dacd @ C Q (®) gi dacd W este compacta.

e Teorema IV.25 (M. Riesz-Fréchet-Kolmogorov). — Fie Q C
R”" o multime deschisi si w C Q. Fie F o submultime mirginita
in LP(RY) cu 1 < p < co. Presupunem ci

Ve > 0 4§ > 0 astfel incat

(22) I7nf = fllive) <& YfeF VheRN culh| <.

Atunci F|, este relativ compacta in LP(w). (°)

8% semnifici inchiderea lui w in RY.

90bservam cd daci z € w si |h| < & < dist (w, Q°) atunci x +h € Qsi f(z+ h) are
sens. Ipoteza (22) reprezintd o conditie de echicontinuitate “integrald” apropiatd lui
(21).
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DEMONSTRATIE. — Putem presupune intotdeauna ca €2 este marginit.
Pentru f € F definim

f(z) dacaz e
0 dacd z € RV \ Q.

Multimea
F=A{f fer}
este marginita in LP(RY) si in L'(R”Y). Distingem urmitoarele trei etape
in demonstratie:
a) Avem

1o % F) = Tl <& Vf€F, Vn>1/d

Intr-adevar, avem

(pus @) = T@)] < [ 17 =) = T(@)lpaly) dy
<[ ) - T@lowa]
Deci
(o le) =TI < [, F@ = 9) = Fe)palw) dy
Rezulta ca

LoD @ -Tapdr< [ pu)dy [ [F—y)—F@)l dr <

daca 1/n < 6 (conform (22)).

b) Familia H = (p,, * F)z verifica, pentru orice n, ipotezele teoremei
lui Ascoli. Intr-adevar, observam mai intai ca

lpn * fllzsemey < llonllee 1fllr < Cu VF € F.

Pe de alta parte, pentru orice x1, 2, € RY i orice f € F, (1°)

[(pn % F)(21) = (pn* ()| < |21 — 22|l pnlluip [ Fllzr < Culz1 — 22l

lpn(21) = pn(22)]
|21 — 22|

10||pn||Li10 = Supzﬁsz
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Rezulta ca H este relativ compacta in C(@) si deci in LP(w).

1
¢) Concluzia demonstratiei. Fiind dat e > 0, fixam n > — astfel
€
incat
[(on * f) = fllzrw) <€ VfEF.

Deoarece ‘H este relativ compacta in LP(w), putem acoperi H cu un
numar finit de bile de raza ¢ (in LP(w)). Bilele corespunzatoare de raza
2e acopera atunci F|,. In consecinta, F|, este relativ compacta in LP(w).

Corolarul IV.26. — Fie Q c R o multime deschisi si F o
submultime marginita in L*(Q) cu 1 < p < oo.

Presupunem ca Ve > 0, Vw CC 2, 30 < 0 < dist (w,2°) astfel
incat

(23) |7 f = fllrw) <€ VheRN, |h| <0, Vf € F,

(24) Ve >0 JwCCQ astfel incat ||f||rw <e VfeF.

Atunci F este relativ compacta in LP((2).

DEMONSTRATIE. — Fiind dat € > 0 fixam w CC (2 astfel incat

| fllzrw) <€ VfeF.

Conform teoremei IV.25, Fj,, este relativ compacta in LP(w). Deci putem
acoperi F, printr-un numar finit de bile de raza € in LP(w). Fie

k
Fio € U Blgine) cugi € LP(w).
=1
Fie
gi(z) x e
gi(r) =
0 r€Q\w

(aceste bile sunt subintelese in LP(w)). Se verifica cu uguringd ca F C
k

U B(g;,2¢) (aceste bile sunt subintelese in LP(€2)).
i=1

REMARCA 12. — Reciproca corolarului IV.26 este adevarata (vezi
[EX]).
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REMARCA 13. — Fie F o submultime marginita in LP(RY) cu 1 <
p < oo verificand

Ve >0 30 >0 astfel incat |7, f — fllomyy < e V|R| <9, VfeF.

In general nu putem afirma cd F este relativ compacta in LP(RY); putem
afirma doar ca F, este relativ compacta in LP(w) pentru orice w deschisa
si marginitd in RY (vezi un exemplu in [EX]).

Incheiem cu o alta aplicatie simpla (dar utila!) a teoremei IV.25.

Corolarul IV.27. — Fie G € L'(R") o functie fixata si
F=Gx*B,

unde B este o multime méarginitd in L?(RY) cu 1 < p < oo.
Atunci F, este relativ compacta in L?(w) pentru orice mul-
time deschisi si marginiti w in RV,
DEMONSTRATIE. — Este evident cd F este marginita in LP(RY). Pe
de alta parte, daca f = G xu cu v € B, atunci

|70 f — f“LP(RN) = (G — G) * U||LP(RN) < OG- GHLl(RN)'

Incheiem demonstratia folosind

Lema IV.4. — Fie G € LY(R") cu 1 < ¢ < co. Atunci
}lliir[l] |7G — G| Lamny = 0.

DEMONSTRATIE. — Fie e > 0 si

Gi € C.(RY) astfel incat  ||G — Gi||pamn) < e.

Avem
170G = Gllze < TG — ThGhllze + |ThGr — Ghll e + |G1 — Gl e
<2+ ||1G1 — Gi||La-

Pe de alta parte, este evident ca limy, g ||[7,G1 — G1||« = 0 si deci

limsup |7,G — G|« < 2e.
h—0
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IV.6 Comentarii asupra capitolului IV

1) Am reamintit in §IV.1 cateva principii de baza ale teoriei Integrarii.
Printre rezultatele utile pe care nu le-am mentionat citam, intre altele

* Teorema IV.28 (Egorov). — Presupunem ca [{)| < co. Fie
(fn) un sir de functii masurabile de la ) in R astfel incat

fo(z) — f(x) a.p.t. In Q (cu |f(z)| < oo a.p.t.).

Atunci Ve > 0 JA C Q masurabila astfel incat [Q\ A| <esi f, — f
uniform pe A.

Pentru demonstratie, vezi Hewitt-Stromberg [1], Wheeden-Zygmund
[1], Yosida [1], Marle [1], A.Friedman [3], Malliavin [1], Chae [1],
Dieudonné [2].

2) Spatiul masurilor pe . Multimi slab compacte in L'.

Am vazut ca multimile marginite in LP(§2) sunt relativ compacte pen-
tru topologia o(L?, L") daci 1 < p < co. Din contra, L'(Q) nu este re-
flexiv i putem demonstra chiar c& L'(Q) nu este un spatiu dual. Rezulta
ca multimile marginite din L'(Q) nu au nici o proprietate de compaci-
tate relativ la o topologie slaba. Pentru “a remedia acest inconvenient”
putem scufunda L'(Q)) intr-un spatiu mai mare: spatiul M() al
masurilor Radon pe ().

Pentru aceasta consideram spatiul £ = C.({2) inzestrat cu norma
|ul] = Sup,eq|u(x)]. Notam dualul sau E' prin M(Q2). Vom identifica
LY(2) cu un subspatiu al lui M(€2). Cu acest scop introducem aplicatia
T : LYQ) — M(Q) definita astfel: fiind dat f € L'(Q), aplicatia u €
C.(Q2) — / fu este o functionala liniara si continua pe C.(§2), notata
Tf. Deci

<Tf, u>E/,E = /fu

Verificim cu ugurintd c& T este un operator liniar si continuu de la L'(Q)
in M(2) sica

ITflsiey = Sup { [ fus we Cu@), llull < 1} = I lascey (veri [EX));

altfel spus, T este o izometrie de la L'(Q2) in M (Q). De aceea putem iden-
tifica L'(2) cu un subspatiu al lui M (£2). Multimile mérginite din L*(9)
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sunt relativ compacte in M (2) pentru topologia slaba x o(M,C,.). De
asemenea, observam cd daca (f,,) este un gir marginit in L'(Q) atunci ex-
ista un subsir (f,, ) care este convergent catre o masura p pentru topolo-
gia o(M, C,), adica

/fnku () Yu e Cu(Q).

Semnalam acum urmatoarea intrebare delicata: Care sunt multimile din
LY(2) care sunt relativ compacte pentru topologia o (L', L°°)?
Raspunsul la aceasta intrebare este furnizat de

x Teorema IV.29 (Dunford-Pettis). — Fie 2 C R" o multime
deschisd si marginitd (pentru a simplifica). Fie F C L'(Q) o
submultime marginita.

Atunci F este relativ compactd pentru topologia o(L!, L>)
daca si numai daca

Ve>035>0 astfel incat /A|f|<s VACQ, |A| <6, VfeF.

Pentru demonstratie, vezi Dunford-Schwartz [1], Beauzamy [1], Neveu
[1], Dellacherie-Meyer [1] (capitolul I) sau [EX].

3) Functii cu valori vectoriale

Fie Q un deschis in RY si £ un spatiu Banach. Definim L?(; E)
ca fiind spatiul functiilor definite pe €2 cu valori in E, masurabile intr-
un sens care trebuie precizat, astfel incat [ || f(z)||Pdz < oo (cu
modificarea uzuala daca p = 0o). Majoritatea proprietatilor intalnite in
§IV.2 gi §IV.3 raman valabile, sub ipoteze convenabile asupra lui F (F
separabil sau E reflexiv). De exemplu, daca E este reflexiv si 1 < p < oo,
atunci LP(§; E) este reflexiv si dualul sau se identifica cu LP' (Q; E') (vezi
Edwards [1], L.Schwartz [5] si Marle [1] daca E este un spatiu Hilbert).
Aceste spatii joaca un rol important in teoria ecuatiilor de evolutie (€2
este atunci un interval in R).

4) Teoria interpolarii

Citam un rezultat frapant, care este punctul de plecare in aceasta

teorie.

Teorema IV.29 (M. Riesz-Thorin, Marcinkiewicz). — Fie Q C
R" o multime deschisi si marginitd (pentru a simplifica). Fie
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T : L'Y(Q) — L'(N) un operator liniar si continuu. Presupunem
ca T : L®(Q) — L=(Q).
Atunci T : LP(Q2) — LP(f2) pentru orice 1 < p < oc.

Pentru demonstratie vezi de exemplu Dunford-Schwartz [1], Stein-
Weiss [1], Bergh-Lofstrom [1], Reed-Simon [1] (volumul 2) si [EX]. Teoria
interpolarii a fost dezvoltata de Lions, Peetre, Calderon, Stein si altii. Ea
constituie un instrument foarte util in Analiza si, in particular, in teoria
ecuatiilor cu derivate partiale, vezi de exemplu Lions-Magenes [1].

5) Inegalitatea lui Young

x Teorema IV.30 (Young). — Fie f € L?(R") si g € LY(R") cu
1<p< oo, 1§q§oogii=;+;—120.

Atunci f+g € L"(RY) si || * gllor < [|fllzollgllze-

Pentru o demonstratie vezi de exemplu [EX].

6) Notiunea de convolutie — generalizata la distributii (vezi
L. Schwartz [1]) — joaca un rol fundamental in teoria ecuatiilor cu derivate
partiale liniare. Aceasta provine, intre altele, din faptul ca putem ex-
prima solutia unei ecuatii P(D)u = f (unde P(D) este un operator
diferential cu coeficienti constanti) sub forma u = E % f, unde FE este
solutia fundamentala a lui P(D) (teorema lui Malgrange-Ehrenpreis);
vezi comentariul 2b) din capitolul I.



Capitolul V

SPATII HILBERT

V.1 Definitii. Proprietati elementare. Proiectia pe
o multime convexa inchisa

Definitie. Fie H un spatiu vectorial. Un produs scalar (u,v) este o
forma biliniara pe H x H cu valori in R, simetrica, pozitiv definita [adica
(u,u) > 0Vu € H si (u,u) >0 daca u # 0].

Reamintim ca un produs scalar satisface inegalitatea lui Cauchy-

Schwarz
|(u, )| < (u, u)*(v,v)"/? Yu,v € H.

[Este uneori util sa retinem ca demonstratia inegalitatii lui Cauchy-
Schwarz nu face apel la presupunerea (u,u) > 0 daca u # 0.

Reamintim de asemenea c& |u| = (u,u)"? este o norma (!). [Intr-
adevar avem |u + v|? = [u]? + 2(u, v)|v|? < |ul® + 2|u| [v] + |v[?].

Reamintim in sfargit “identitatea paralelogramului”:
> la—0b] 1
2 | 2

a+b

> (la)* + |b]*) Va,be H.

(1)

Definitie. — Un spatiu Hilbert este un spatiu vectorial H inzestrat
cu un produs scalar astfel incat H este complet in norma | |.

In ceea ce urmeaza H va desemna intotdeauna un spatiu Hilbert.

Exemplu fundamental: L?((Q) inzestrat cu produsul scalar

(u,v) = / u(z)v(z) dx
Q
Wom nota adeseori | | (in loc de || ||) norma asociatid unui produs scalar.

118
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este un spatiu Hilbert. Spatiul Sobolev H'! studiat in Capitolele VIII si
IX este un alt exemplu de spatiu Hilbert “modelat” pe L?*().
e Propozitia V.1. — H este uniform convex si deci reflexiv.

DEMONSTRATIE. — Fie € > 0 i u,v € H astfel incat |u| < 1,|v| <1
i |[u—v| > e. Avand in vedere legea paralelogramului, obtinem

2 2

’u—l—v <1 e”
2 4
si de aceea
o\ 1/2
‘“;U<1—5cu5:1—<1—‘1> > 0.

e Teorema V.2 (Proiectia pe o multime convexa inchisa). —
Fie K C H o multime convexa, inchisa si nevida. Atunci, pentru
orice f € H exista un element unic u € K astfel incat

(2) |f —u| = Min,ek|f — v| = dist (f, K).

In plus, u este caracterizat de proprietatea:

(3) veK si (f—u,v—u)<0 YveK.

Notatie. Elementul v de mai sus este numit proiectia lui f pe K
si este notat prin u = Pk f.

DEMONSTRATIE. —

a) Existenta. — Vom prezenta doua demonstratii diferite:

1) Functia ¢(v) = |f — v]| este convexa, continua i lim ¢(v) = +oo.

v —o0

Urmeaza, din corolarul II1.20, ca ¢ isi atinge minimul pe K deoarece H
este reflexiv.

2) A doua demonstratie nu se bazeaza pe teoria spatiilor reflexive.
Fie (v,) un gir minimizant pentru (2), adica v, € K si

dp = |f —va| = d=Infyex|f — v
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Afirmam ca (v,) este un gir Cauchy. Intr-adevar, legea paralelogramului
aplicata cu a = f — v, si b= f — v,,, conduce la

U+ U 2 |0 — v P 1
_ Ut Um T = S (d ).
‘f . ‘ 5 S (dn +d3)
Dar vn—gvm € K si de aceea f—vn+vm‘2d- Urmeaza ca
Un_vm2 1 2 2 2 : 3

Astfel sirul (v,,) converge la o anumita limita v € K cu d = |f — u.

b) Echivalenta dintre (2) si (3).

Presupunem ca u € K satisface (2) si fie w € K. Avem

v=>_1—-tu+twe K Vte(0,1]
si astfel
|f = ul <|f = [(1=Du+tw]| = |(f = u) = t{w = u).
De aceea
If —ul? <|f —ul* = 2t(f —u,w —u) + t*|w — ul?.

care implica 2(f —u, w—u) < tjw—ul* Vt € (0,1]. Cand ¢t — 0 obtinem

(3).

Reciproc, presupunem ca u satisface (3). Atunci avem
lu—fP == fP?=2(f —u,o—u)— ju—vf> <0 VveK;
care implica (2).

¢) Unicitatea.
Presupunem ca u; si ug satisfac (3). Avem

f—up,v—u) <0 YveK
f—uv—uy) <0 YveK.

(4) (
(5) (

Alegand v = uy in (4) si v = u; In (5) si adunand inegalitatile core-
spunzitoare gasim |u; — uq|? < 0 (?).

2Unicitatea lui u, sub forma (2) rezulta si direct din proprietatea de strict convex-
itate a normei unui spatiu Hilbert.
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Propozitia V.3. — Fie K C H o multime convexa, inchisa si
nevida. Atunci Px nu mareste distanta, adica

|Prcfi — Prcfol <|fi — fo]  VYfi, f2 € H.

DEMONSTRATIE. Definim u; = Py f1 si us = Px fo. Avem
(6) (fi—u,v—w) <0 YwekK
(7) (fQ—UQ,’U—UQ)SO Yv € K.

Alegand v = uy In (7) si v = u; In (5) si adunand inegalitatile core-
spunzatoare gasim

|U1 - U2’2 < (fl — fa,u1 — U2)~

Urmeaza ca |uy — ug| < |fi1 — fal-

Corolarul V.4. — Presupunem ca M C H este un subspatiu
liniar inchis. Fie f € H. Atunci u = Py, f este caracterizat de

(8) veM si (f—wu,v)=0 VYovell

Mai mult, P,; este un operator liniar.

DEMONSTRATIE. Din (3) avem
(f—u,v—u) <0 YveM

si astfel
(f—u,tv—u) <0 Yve M, VieR.

Urmeaza ca (8) este valabila.
Reciproc, daca u satisface (8) avem

(f—u,v—u)=0 Yve M.

Este evident ca P,; este liniar.



DUALUL UNUI SPATIU HILBERT 122
V.2 Dualul unui spatiu Hilbert

e Teorema V.5 (Teorema de reprezentare a lui Riesz-Fréchet).
— Fiind data ¢ € H' exista si este unic f € H astfel incat

(p,uy = (f,u) Yue€ H.

Mai mult,
1f1 = llelle-

DEMONSTRATIE. Inca o data vom expune doua demonstratii:

1) Prima dintre ele este aproape identica cu demonstratia teoremei
IV.11. Consideram aplicatia T : H — H’ definita dupa cum urmeaza:
pentru orice f € H dat, aplicatia u — (f,u) este o functionala liniara
i continua pe H. Aceasta defineste un element din H' pe care il notam
T f astfel incat

(Tf,u)y=(f,u) VYue H.

Este limpede ca | T f||g = | f|. Astfel T' este o izometrie liniara de la H la
T(H)—un subspatiu inchis al lui H'. Pentru a concluziona este suficient
sa aratam ca T'(H) este dens in H'. Presupunem ca h este o functionala
liniara si continua pe H' care se anuleaza pe T'(H). Deoarece H este
reflexiv, h apartine lui H si satisface (T'f,h) =0 Vf € H. Urmeaza
ca (f,h) =0 Vf € H side aceea h = 0.

2) Demonstratia a doua contine o explicatie mult mai directa care
evitd orice utilizare a reflexivitatii. Fie M = ¢~ 1({0}) — astfel incat
M este un subspatiu inchis al lui H. Putem presupune intotdeauna ca
M # H (altfel ¢ = 0 si concluzia teoremei V.5 este evidenta — luand
f=0). Afirmam ca existd un anume element g € H astfel incat

lgl=1 si (g,v) =0 Yve M (si, de aceea, g ¢ M).
Intr-adevar, fie go € H cu go ¢ M. Fie g1 = Pygo. Atunci

9o — 01
9= ——
’90—91|

satisface proprietatile cerute.
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Pentru orice u € H dat, definim

(¢, u)
(v, 9)

V=u—Agcu\=

Subliniem ca v este bine definit deoarece (¢, g) # 0 si, mai mult, v € M
deoarece (p,v) = 0. Urmeaza ca (g,v) = 0, adica

(p,u) =(p,9)(g,u) YueH

care incheie demonstratia cu f = (¢, g)g.

e REMARCA 1. — H si H': a identifica sau a nu identifica? —
Tripletul V. C H C V.

Teorema V.5 afirma ca exista o izometrie canonica de la H la H'.
De aceea este “legitim” sa identificam H si H'. Vom face adeseori
acest lucru dar nu Intotdeauna. Aici este o situatie tipica — care se
intalneste in multe aplicatii — unde ar trebui sa fim atenti cu identificarile.
Presupunem ca H este un spatiu Hilbert cu produsul scalar (, ) i norma

corespunzatoare | |. Presupunem ca V' C H este un subspatiu liniar care
este dens in H. Presupunem ca V are norma || || §i ca V este un spatiu
Banach cu norma || ||. Presupunem ca injectia canonica V' C H este

continua, adica

lv| < C|lv|| YveV.

Identificam H’ si H. Putem in acest caz sa scufundam H in V'
conform procedeului urmator: fiind dat f € H, aplicatiav € V +—— (f,v)
este o functionala liniara si continua pe H i decisi pe V; notam T'f € V.
Deci

(Tf, o)y =(f,v) Vfe H YvelV.

Este ugor de observat ca T are urmatoarele proprietati:
(@) [Tellv: < Clola Vo € H,

(17) T este injectiv,
(i17) R(T) este dens in V (®).

3Totusi, T nu este surjectiv, in general.
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Cu ajutorul lui T scufundam H in V' gi avem
(9) VCH=H CV,

unde toate injectiile sunt continue si dense. Se spune ca H este spatiul
“pivot”.

Presupunem acum ca V, in loc sa fie un spatiu Banach general, este
un spatiu Hilbert cu propriul sau produs scalar ((, )) asociat normei || ||.
Am putea, desigur, sa identificam V' si V' cu ajutorul lui ((, )). Totusi
(9) devine absurd. Aceasta arata ca nu se pot face simultan cele doua
identificari: va trebui facuta o alegere. De obicei se prefera identificarea
H' = H, cu (9) drept consecinta, si nu se identifica V’ cu V. Asupra
acestui subiect recomandam cititorului sa mediteze asupra exemplului
urmator:

Hzﬁzz{u:(un)nx; Zui<oo}

n=1

o0
inzestrat cu produsul scalar (u,v) = Y u,v,.
n=1

V= {u = (un)n>1; D nPul < oo}

n=1

o0
inzestrat cu produsul scalar ((u,v)) = Y n*u,v,.

n=1

REMARCA 2. — Folosind izomorfismul Riesz-Fréchet (si a doua de-
monstratie a teoremei V.5) am putea stabili direct ca H este reflexiv
fara a trece prin teoria spatiilor uniform convexe.

REMARCA 3. — Daca facem identificarea H' = H, atunci ortogonalul
M+ al unui subspatiu M C H este considerat ca un subspatiu al lui H
si

M*={uc H;(u,v) =0 Yve& M}

Intr-un spatiu Hilbert orice subspatiu inchis admite un suplement topo-
logic (vezi capitolul I1.4). Intr-adevar, este clar (conform corolarului V.4)
ca daca M este un subspatiu inchis atunci

MAaM*+={0} s M+M" =H
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V.3 Teoremele lui Stampacchia si Lax-Milgram

Definitie. — O forma biliniara a(u,v) : H x H — R se spune a fi
(1) continua daca exista o constanta C' astfel incat

la(u,v)| < Clul|v| Yu,v € H.
(17) coerciva daca exista o constanta « > 0 astfel incat
a(v,v) > alv)* Vv € H.
Teorema V.6 (Stampacchia). — Presupunem ca a(u,v) este
o forma biliniara continua si coerciva pe H. Fie K C H o

submultime nevida, inchisa si convexa. Atunci, pentru orice
p € H' dat, exista un element unic u € K astfel incat

(10) a(u,v —u) > (p,v —u) Yve K.

Mai mult, daca a este simetric, atunci u este caracterizat de
proprietatea:

(11) jue K si ;a(u,u) — (@, u) = Minyeg {;a(v,v) - <g0,v>} :

Demonstratia teoremei V.6 se bazeaza pe urmatorul rezultat clasic:

e Teorema V.7 (Teorema de punct fix a lui Banach — metoda
aproximatiilor succesive a lui Picard). — Fie X un spatiu metric
complet si S: X — X o contractie stricta, adica

d(SUl,SUQ) < kd(Ul,Ug) Vvl,vg eX cuk<l.

Atunci S are un punct fix unic, u = Su.
(vezi pentru demonstratie Choquet [1] sau L. Schwartz [2]).

DEMONSTRATIA TEOREMEI V.6. — Din teorema de reprezentare a lui
Riesz-Fréchet (teorema V.5) cunoastem ca exista un element unic f € H
astfel incat

(p,v) = (f,v) Yv e H.
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Pe de alta parte, daca fixam u € H, aplicatia v +— a(u,v) este o
functionala liniara i continua pe H. Utilizand inca o data teorema de
reprezentare a lui Riesz-Fréchet gasim un anumit element unic in H, no-
tat cu Au, astfel incat a(u,v) = (Au,v) Vv € H. Evident A este un
operator liniar de la H la H satisfacand

(12) |Au| < Clul Vu e H

(13) (Au,u) > alul*  Vu € H.

Problema (10) se reduce la a gasi un anume u € K astfel incat
(14) (Au,v —u) > (f,v—u) Yo e K.

Fie p > 0 o constanta (care va fi determinata mai tarziu). Punctam ca
problema (14) este echivalenta cu

(15) (pf —pAu+u—u,v—u) <0 YveK
adica
u= Px(pf — pAu + u).

Pentru orice v € K, punem Sv = Pk (pf —pAv+wv). Afirmam ca daca
p > 0 este ales convenabil atunci S este o contractie stricta. Intr-adevar,
deoarece Pk nu mareste distanta (vezi propozitia V.3) avem

|Svy — Svg| < [(v1 — v2) — p(Avy — Awy))|

si astfel

|Sv; — Sve]? = vy — va|* — 2p(Avy — Avg, vy — v9) + p?|Avy — Avs|?

< ‘Ul — 1)2|2(]. — 2p0{ + pQCQ).

Alegand p > 0 in asga fel incat k2 = 1 —2pa + p*C? < 1 (seia 0 < p <
2a0/C?) gasim cd S are un punct fix unic ().
Presupunem acum ca forma a(u,v) este gi simetrica. Atunci a(u,v)

defineste un nou produs scalar pe H; norma corespunzitoare a(u, u)'/?

4Daci trebuie sa calculim punctul fix printr-o metods iterativa, este profitabil
si alegem p = a/C? pentru a minimiza k si pentru a accelera convergenta iteratiilor
lui S.
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este echivalenta cu norma originala |u|. Urmeaza ca H este, de asemenea,
un spatiu Hilbert pentru acest nou produs scalar. Utilizand teorema
lui Riesz-Fréchet putem acum reprezenta functionala ¢ prin intermediul
noului produs scalar, adica exista un element unic g € H astfel incat

(p,v) =alg,v) Yve H.
Problema (10) inseamna a gasi un anume u € K astfel incat :
(16) alg—u,v—u) <0 YveK.

Solutia lui (16) este un prieten vechi: u este pur si simplu proiectia pe
K a lui g pentru noul produs scalar a. Cunoastem, de asemenea,
(din teorema V.2) ca u este unicul element din K in care este atins

Minyega(g — v, g —v)*/2

Aceasta Inseamna a minimiza pe K functia:

vi—alg—v,g—v) =a(v,v)—2a(g,v) + alg,g)
= a(v,v) — 2(p,v) +alg, 9),

sau, echivalent, functia

v ;a(v,v) — {p,v).

REMARCA 4. — Este usor de verificat ca daca a(u,v) este o forma
biliniara cu proprietatea
a(v,v) >0 Yve H

atunci functia v — a(v,v) este convexa.

e Corolarul V.8 (Lax-Milgram). — Presupunem ca a(u, v) este
o forma biliniara, continua si coerciva pe H. Atunci, pentru
orice ¢ € H' dat, exista un element unic v € H astfel incat

(17) a(u,v) = (p,v) Yuve H.
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Mai mult, daca a este simetrica, atunci u este caracterizat de
proprietatea

(18) | ue H si ;a(u,u) — (p,u) = Min,e gy {;a(v,v) - (gp,v)} :

DEMONSTRATIE. Folositi teorema V.6 cu K = H si procedati ca in
demonstratia corolarului V.4.

REMARCA 5. — Teorema lui Lax-Milgram este un intrument simplu
si eficient pentru rezolvarea ecuatiilor cu derivate partiale eliptice liniare
(vezi Capitolele VIII gi IX). Este interesant de subliniat conexiunea dintre
ecuatia (17) si problema de minimizare (18). Cand astfel de probleme
apar in mecanica sau fizica adeseori au o interpretare naturala: prin-
cipiul actiunii minime, minimizarea energiei, etc. In limbajul calculului
variational se spune ca (17) este ecuatia lui Euler asociata problemei
de minimizare (18). In acest sens notam ca ecuatia (17) apare atunci

cand scriem “F’(u) = 0”7, unde F este functia F'(v) = §a(v,v) — (g, v).

REMARCA 6. — Exista un argument direct si elementar ce demon-
streaza ca (17) are o solutie unica. Intr-adevir, aceasta echivaleaza cu a
arata ca:

Vfe H due H unic astfel incat Au = f,

adica A este bijectiv de la H la H. Aceasta este o consecinta triviala a
urmatoarelor fapte:

(a) A este injectiv (deoarece A este coerciv),

(b) R(A) este inchis deoarece alv| < |Av| Vv € H (o consecinta a
coercivitatii),

(¢) R(A) este dens; intr-adevar, presupunem ca v € H satisface

(Au,v) =0 Yue H

atunci v = 0.

V.4 Sume Hilbertiene. Baza Hilbertiana

Definitie. — Fie (E,),>1 un sir de subspatii inchise ale lui H. Se spune
ca H este suma Hilbertiana a lui E, si se scrie H = &, F,, daca:
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(a) Spatiile E,, sunt reciproc ortogonale, adica
(u,v) =0 Yu€eE, YvekE, m#n

(b) Spatiul vectorial generat de E,, este dens in H (°)

e Teorema V.9. — Presupunem ca H este suma Hilbert a lui
(Ep)n>1. Fiind dat v € H, definim u,, = Pg, u.
Atunci

00 k
(a) u=>_ uy, adic’ u = klgIolo;u"

n=1
(0) Y |ua* =|ul* (identitatea lui Bessel-Parseval).
n=1

Reciproc, fiind dat un sir (u,) in H astfel incat u, € E, Vn
oo (e e]

si Z lu,|* < 00, atunci seria Zun este convergenta si u = Z U,
n=1 n

verifica u,, = Pg, u.

n=1
k
DEMONSTRATIE. — Fie S, = Z Pg,; Sy este un operator liniar si

n=1
continuu de la H in H. Pentru v € H avem

k
(19) 1Spul? = Jual?.
n=1
Pe de alta parte (corolarul V.4) avem

(u, up) = |un|2

si, prin adunare,

(u, Spu) = |Spul*.
Deci
(20) |Spu| < |u| Yue H.

Fie F' spatiul vectorial generat de (E,). Fie ¢ > 0 si u € F astfel incat
|lu — u| < e. Pentru k suficient de mare avem Syu = u. Pe de alta parte
(conform (20)) avem

|Spu — Spu| < |u — ul.

5Spatiul liniar generat de E,, este inteles a fi in sens algebric, adicd combinatii
liniare finite de elemente apartinind spatiilor (F,,).
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Prin urmare |Syu — u| < 2|u — @] < 2¢ pentru k suficient de mare, adica
lim Spu = u.

k—o0
Din (19) deducem atunci (b).
REMARCA 7. — In general »_ |u,| = oo si deci seria » _ u, nu este
n=1

normal (absolut) convergenta.

Definitie. — Se numeste baza Hilbertiana (sau simplu baza, daca
nu exista pericol de confuzie (°) un sir (e,,) de elemente din H astfel incat

(1) len| =1 Vnsi(em,e,) =0 Vm #n.

(77) Spatiul liniar generat de e,, este dens in H.

Din teorema V.9 rezulta ca daca (e,) este o baza Hilbertiana atunci
orice u € H se scrie

oo o
u="> (uen)e, cu |ul>=> |(u,e,)]*
n=1 n=1

Reciproc, fiind dat un sir (a,,) € ¢2, atunci seria }°°; o€, converge
catre un element notat u si avem

[e.9]
(wen) = s |ul>=> al.
n=1

e Teorema V.10. — Orice spatiu Hilbert separabil are o baza
Hilbertiana.

DEMONSTRATIE. — Fie (v,,) o submultime numarabila densa a lui H.
Notam cu Fj, spatiul liniar generat de [vy, va, ..., vg]. Sirul (F)) este un
sir monoton crescator de spatii finit dimensionale astfel incat (Jp2 | Fj, este
dens in H. Alegem orice vector unitate e; din Fy. Daca Fy # F) exista
un anume vector ep in Fy astfel incat {ej, es} este o baza ortonormala a
lui F5. Repetand aceeasi constructie se obtine o baza Hilbertiana a lui

H.

REMARCA 8. — Daca H nu este separabil, se poate stabili (folosind
lema lui Zorn) existenta unei baze Hilbertiene nenumarabile (e;);c;.

6A nu se confunda cu o bazi algebrica adica o familie (e;) din H cu proprietatea
ca orice element din H se scrie in mod unic ca o combinatie finita de elemente e;.
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Teorema V.9 ramane valabila daca se inlocuiesc seriile convergente cu
familii sumabile (vezi Choquet [1] sau L. Scawartz [2]).

REMARCA 9. — Teorema V.10 arata ca toate spatiile Hilbert separa-
bile sunt izomorfe si izometrice cu spatiul 2. In pofida acestui rezultat
(aparent spectaculos!) este totusi foarte important sa consideram alte
spatii Hilbert ca de pilda L?(Q) (sau spatiul Sobolev H!(Q)).

REMARCA 10. — Vom vedea in capitolul VI cum se construieste o baza
Hilbertiana formata din vectorii proprii ai unui operator autoadjunct
compact. In L?(Q) se utilizeaza foarte des baze speciale formate din
functii proprii ale unui operator diferential (cf. §VIIL.6 i §1X.8). De
exemplu, in L?(0, ) baza formata din functiile

(\/§7r sin m:) o sau (\/§7r coS nx) 50

are aplicatii in dezvoltarile in serie Fourier si Analiza armonica; vezi de
exemplu Katznelson [1]. In ceea ce priveste bazele asociate functiilor
Bessel, Legendre, Hermite, Laguerre, Tchebichev, Jacobi, etc. cititorul
poate consulta Courant—Hilbert [1], volumul 1.

V.5 Comentarii asupra capitolului V

* 1) Caracterizarea spatiilor Hilbert.

Este uneori util de cunoscut cand o norma || || data pe un spatiu
vectorial E este o norma Hilbertiana, adica cand exista un produs scalar
(, ) pe E astfel incat

ul| = (u,u)Y? Yue E.

Sunt cunoscute diverse criterii:

(a) Teorema V.11 (Fréchet-Von Neumann-Jordan). — Pre-
supunem ca norma || || satisface legea paralelogramului (1).
Atunci || || este o norma Hilbertiana.

Pentru demonstratie vezi Yosida [1] sau [EX].

(b) Teorema V.12 (Kakutani [1]). — Presupunem ca E este un
spatiu normat cu dim £ > 3. Presupunem ca fiecare subspatiu F
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de dimensiune 2 are un operator de proiectie de norma 1 (adica
exista un operator de proiectie liniar si marginit P : £ — F
astfel incat Pu = u pentru orice u € F si ||P| < 1).

Atunci || || este o norma Hilbertiana (7).

(c) Teorema V.13 (de Figueiredo-Karlovitz [1]). — Fie F un
spatiu normat de dimensiune dim £ > 3. Fie

u daca [jul] <1,
Tu

X dacs fJul > 1.
[l

Presupunem ca
| Tu—To|| < |lu—v|] VYu,veE.

Atunci || || este o norma Hilbertiana (®).

In final reamintim un rezultat care deja a fost mentionat (remarca

I1.8):

(d) Teorema V.14 (Lindenstrauss-Tzafriri [1]). — Presupu-
nem ca F este un spatiu Banach astfel incat fiecare subspatiu
inchis are un suplement topologic. Atunci FE este Hilbertizabil,
adica existd o norma Hilbertiand echivalenta (°).

2) Inegalitati variationale

Teorema lui Stampacchia este punctul de plecare al teoriei inegali-
tatilor variationale (vezi Kinderlehrer-Stampacchia [1]), care are nu-
meroase aplicatii iIn mecanica si in fizica (vezi Duvaut-Lions [1]), in con-
trol optimal (vezi Lions [2]), in controlul stocastic (vezi Bensoussan-Lions
[1]), etc.

7Atragem atentia supra faptului ci orice subspatiu de dimensiune 1 are
intotdeauna un operator de proiectie de norma 1 (conform teoremei Hahn-Banach).
8Se poate arita ci intr-un spatiu normat arbitrar T satisface

|Tu—Tv|| <2|u—v| YuvekFE

i ca, In general, constanta 2 nu poate fi imbunatatita.

9Este echivalent cu a spune c& fiecare subspatiu inchis are un operator de proiectie
continuu P. Punctam ca aici — in contrast cu teorema V.12 — nu presupunem ca
[Pl <1.
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3) Ecuatii neliniare asociate operatorilor monotoni
Teoremele lui Stampacchia si Lax-Milgram se extind la unele clase de
operatori neliniari. Mentionam de exemplu:

Teorema 5.15 (Minty-Browder). — Fie £ un spatiu Banach
reflexiv. Fie A : E — E’ o aplicatie neliniard continua astfel
incat

(Avy — Avg, v —9) >0 Vuy,ue € E, v # vy
si
(Av,v)

lv—oco  |Jv]|

Atunci, pentru orice f € E’ exista o solutie unica u € E a ecuatiei
Au = f.

* 4) Baze in spatii Banach

Notiunea de baza se extinde la spatiile Banach. Un sir (e,),>1 se
spune ca este o baza Schauder in spatiul Banach E daca pentru fiecare
u € F exista un sir unic (o, ),>1 In R astfel incat u = Y0° | aye,. Ast-
fel de baze joaca un rol important in geometria spatiilor Banach (vezi
Lindenstrauss-Tzafriri [2]). Toate spatiile Banach (separabile) clasice
utilizate in Analiza au o baza Schauder (vezi I. Singer [1]). Acest fapt
l-a condus pe Banach la supozitia ca fiecare spatiu Banach separabil are
o baza Schauder. Dupa putine decenii de incercari nereusgite un con-
traexemplu a fost descoperit de catre Enflo [1]. Se pot construi chiar
subspatii inchise ale lui /7 (cu 1 < p < oo, p # 2) fara o baza Schauder
(vezi Lindenstrauss-Tzafriri [2]). Recent Szankowski a gasit un exemplu
mult mai surprinzator: £(H) (cu norma sa uzuala) nu are baza Schauder
daca H este un spatiu Hilbert separabil infinit dimensional. In Capitolul
VI vom vedea ca o problema inrudita pentru operatori compacti are, de
asemenea, un raspuns negativ.



Capitolul VI

OPERATORI COMPACTI.
DESCOMPUNEREA SPECTRALA A
OPERATORILOR AUTOADJUNCTI
COMPACTI

V1.1 Definitii. Proprietati elementare. Adjunct

Fie E i F' doua spatii Banach.

Definitie. — Un operator T' € L(E, F') se numeste compact daca
T(Bg) este relativ compacta in F' pentru topologia tare. Notam cu
K(E, F) multimea operatorilor compacti si punem K(F) = K(E, E).

Teorema VI.1. — Multimea K(F, F') este un subspatiu vec-
torial inchis al lui £(F,F) (pentru topologia asociatd normei
I llz.m)-

DEMONSTRATIE. — Este evident ca suma a doi operatori compacti
este un operator compact. Presupunand ca (1,,) € K(E, F), T € L(E, F)
si || 7w — T|lzee,p) — 0, sa aratam ca T este compact. Deoarece F' este
complet, e suficient sa verificam ca pentru orice ¢ > 0, T'(Bpg) poate fi
acoperita cu un numar finit de bile B(f;,¢) in F. Fixam n astfel incat
|7 — Tl ze,ry < 5. Deoarece T,,(Bg) este relativ compact, T;,(Bg) C
B (f 5), eu I finiti. Deci T(Bg) C | B(fi.<).
iel 2 iel

Definitie. — Un operator T' € L(E, F') se numegte de rang finit
daca R(T) este finit dimensional.

Este evident ca un operator continuu de rang finit este compact.
134
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Corolarul VI1.2. — Fie (7,,) un sir de operatori continui de
rang finit si fie 7' € L(F, F) astfel incat ||1T,, —T'||z(z,r) — 0. Atunci
T eK(E,F).

* REMARCA 1. — Celebra “problema a aproximarii” (Banach,
Grothendieck) priveste reciproca corolarului VI.2. Fiind dat un operator
compact, exista un gir (7;,) de operatori de rang finit astfel incat ||7,, —
Tlew.r) — 07

In general, raspunsul este negativ (Enflo [1]) — chiar pentru anu-
mite subspatii inchise ale lui /# (1 < p < o0, p # 2); vezi de exem-
plu Lindenstrauss-Tzafriri [2]. Totusi raspunsul este afirmativ in nu-
meroase cazuri; de exemplu, daca F este un spatiu Hilbert. Intr-adevar,

fie K = T(Bg). Fiind dat ¢ > 0, putem acoperi K cu un numar finit

de bile de raza ¢, sa zicem K C U B(fi,e), I finita. Fie G spatiul vec-
iel

torial generat de f; si T. = Pg o T (1. este de rang finit). Afirmam ca

|T. =T z(g,r) < 2¢. Intr-adevar, pentru orice x € By exista ig € I astfel

incat
(1) | Tz — fi,|] <e.
Deci

”PGOT$ — PGinH < £
adica
2) |PeoTa— fill < e

Combinand (1) si (2) obtinem
|PgoTx —Tx| <2 Vz € Bg,

adica
||T5 — THL(E,F) < 2e.

[Se demonstreaza cu usurinta ca daca F are o baza Schauder, atunci
raspunsul ramane afirmativ.|

Semnalam o tehnica foarte utila in analiza neliniara — care permite
aproximarea unui operator continuu (liniar sau neliniar) prin aplicatii
neliniare de rang finit.
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Fie X un spatiu topologic, F' un spatiu Banach si fie T': X — F o
aplicatie continua astfel incat T'(X) este relativ compacta in F. Atunci
pentru orice € > 0 exista o aplicatie continua 7. : X — F' de rang finit
astfel incat

(3) |T:(z) = T(x)|| <e VxelX.
Intr-adevar, multimea K = T'(X) fiind compacta, putem acoperi K cu
un numdr finit de bile, K C | B(fi, g), cu [ finita. Fie
iel
Dicr ¢i(T) fi
T.(r) = —/—"— u ¢;(x) = Max{e — ||Tx — f;||,0};
() = 2 g 0) = Max =~ 172 - £1,0)

evident, T satisface (3).

Aceasta metoda permite, intre altele, sa fie stabilita teorema de punct
fix a lui Schauder pornind de la teorema de punct fix a lui Brouwer; vezi
[EX]. Recent aceasta tehnica a fost utilizata cu succes — i de maniera
surprinzatoare! — de catre Lomonosov pentru a demonstra existenta

subspatiilor invariante relativ la anumiti operatori liniari, vezi Akhiezer-
Glazman [1].

Propozitia VI.3. — Fie E, F si G trei spatii Banach. Daca
T e LIE,F) si S € K(F,G) [resp. T € K(E,F) si S € L(F,G)],
atunci SoT € K(E,G).

Demonstratia este evidenta.

Teorema V1.4 (Schauder). — Daca T € K(E, F), atunci T* €
K(F', E"), si reciproc.

DEMONSTRATIE. — Aratam ca T*(Bp ) este relativ compacta in E'.
Fie (v,) un gir in Bpr. Aratam ca (T*(v,)) contine un subsir convergent.

Fie K = T(Bg) (spatiu metric compact) si fie H C C(K) definit prin
H={¢,:2€ Kr— (v, z);n=1,2,...}.

Ipotezele teoremei lui Ascoli (teorema IV.24) sunt satisfacute, deci putem
extrage un subsir ¢, care converge uniform in C'(K) la o functie continua
¢ € C(K). In particular,

SupuGBEKUnka Tu) - QD(TU)’ — 0 daca k — oo.
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Deci

SupuEBE’<Unk7Tu> - <’Un2;Tu>| - O daCé k‘,g — 00,

adica ||T*v,, — T™v,,||r — 0 dacd k,¢ — oo. In consecinta, T%v,,
converge in E'.

Reciproc, presupunem ca 7% € IC(F',E'). Stim deja, din prima
parte, ca ca T** € K(E", F"). In particular, T**(Bg) este relativ com-
pacta in F”. Dar T(Bg) = T**(Bg) si F este inchis in F”. Deci T(Bg)
este relativ compacta in F.

REMARCA 2. — Fie E si F doua spatii Banach gi fie T € K(E, F).
Daca (u,) converge slab la u in E, atunci (T'u,) converge tare la T'u;
vezi [EX]. Reciproca este, de asemenea, adevarata, daca E este reflexiv;
vezi [EX].

V1.2 Teoria Riesz-Fredholm

Incepem cu cateva rezultate preliminare.

Lema VI.1 (Lema lui Riesz). — Fie F un spatiu vectorial
normat si fie M C E un subspatiu vectorial inchis astfel incat
M # E. Atunci

Ve > 0 Ju € E astfel incat |ju| =1 si dist (u, M) > 1 —e¢.

DEMONSTRATIE. — Fie v € E cu v ¢ M. Deoarece M este inchis,
d = dist(v, M) > 0. Alegem mg € M astfel incat

d<|lv— < :
< flo = moll < 1

Atunci
vV — My
Y= —
v —ml|

satisface proprietatile cerute. Intr-adevar, pentru orice m € M, avem

>1—¢

lo = mll — v =moll

v — my d
lu—ml =
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deoarece mg + ||[v — myg|lm € M.

REMARCA 3. — Daca M este finit dimensional (sau, mai general,
daca M este reflexiv) putem alege € = 0 in lema VI.1; acest rezultat nu
este valabil in general (vezi [EX]).

e Teorema V1.5 (Riesz). — Fie F un spatiu vectorial normat
astfel incat By este compacta.
Atunci E este finit dimensional.

DEMONSTRATIE. — Presupunem, prin reducere la absurd, ca E este
infinit dimensional. Atunci exista un sir (E,) de subspatii finit di-
mensionale astfel incat F, 1 C E,, E, 1 # F,. Conform lemei VI.1,
se poate construi un sir (u,) cu u, € E, astfel incat [ju,| = 1 si
dist (tp, En-1) > 1/2. In particular, ||u, — u,| > 1/2 pentru m < n.
Deci (u,) nu are nici un subsir convergent, ceea ce contrazice ipoteza ca
“Bpg este compacta”.

e Teorema VI.6 (Alternativa lui Fredholm). — Fie 7' € K(E).
Atunci

a) N(I —T) este finit dimensional,

b) R(I —T) este inchis, si, mai precis, R(I —T) = N(I — T*)*

¢c) NI-T)={0} < R(I-T)=F

d) dim N(I —T)=dim N(I —T%).

REMARCA 4. — Alternativa lui Fredholm este legata de rezolvarea
ecuatiei u — Tu = f. Acest rezultat afirma ca:

fie pentru orice f € E ecuatia u — T'u = f are solutie unica,

fie ecuatia omogena u — T'u = 0 admite n solutii liniar independente
si, In acest caz, ecuatia neomogena u — T'u = f are solutie daca si numai
daca f verifica n conditii de ortogonalitate, adica f € N(I — T*)*+.

REMARCA 5. — Proprietatea c¢) este familiara in dimensiune finita.
Daca dim £ < oo, atunci un operator liniar de la F in el insusi este
injectiv daca gi numai daca el este surjectiv. Totusi in dimensiune
infinita un operator marginit poate fi injectiv fara a fi surjec-
tiv si reciproc; de exemplu operatorul “shift” la dreapta (sau la
stanga) (!) in ¢2. Concluzia c) exprima deci o proprietate remarcabild
a operatorilor de forma I — T cu T € K(FE).

Vezi Remarca 6 de mai jos.
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DEMONSTRATIE.

a) Fie By = N(I —T'). Atunci Bg, C T(Bg) si deci Bg, este com-
pacta. Conform teoremei V1.5, E; este finit dimensional.

b) Fie f, = u, — Tu,, — f. Trebuie demonstrat ca f € R(I —T).
Fie d,, = dist (u,, N(I —T')). Deoarece N(I — T') este finit dimensional,
exista v, € N(I —T) astfel incat d,, = ||u,, — v,]|. Avem

(4) fo = (uy —vy) — T(up — vy).

Aratam ca |lu, — v,|| rAmane marginit. Rationam prin absurd si pre-
supunem ca exista un subsir astfel incat ||u,, — v, | — oco. Punand
wy, = (up — vp)/||un — v,||, am avea, cf. (4), w,, —Tw,, — 0. Trecand
la un alt subsir (notat tot cu wy,,, pentru a simplifica), putem presupune
ca Tw,, — z. Deci w,, — zsi z € N(I —T). Pe de alta parte,

dist (un, N(I = T))

(|t — vn |

dist (w,, N(I —=T)) = =1

(deoarece v, € N(I —T')). Prin trecere la limita obtinem dist (z, N(I —
T)) =1, ceea ce este absurd. Deci ||u, — v,| rdmane marginit si cum 7'
este un operator compact, putem extrage un subsir astfel incat 7'(u,, —
U, ) — L.

Din (4) rezulta ca u,, — v,, — f+ ¢. Punand g = f + ¢, avem
g—Tg= f,adica f € R(I —T). Am aratat asadar ca operatorul (I —T)
are imaginea inchisa. Putem aplica deci teorema I1.18 si deducem ca

R(I-T)=N(I-T%*, R(I-T*)=N(-T)"

¢) Aratam mai intai implicatia =. Presupunem, prin reducere la

absurd, ca

Ei=R(I-T)+E.
E) este un spatiu Banach si T(E;) C Ey. Deci Tjg, € K(E)) si By =
(I —T)(E1) este un subspatiu inchis al lui E;. In plus, Ey # E; (deoarece
(I —T) este injectiv). Fie £, = (I —T)"(E). Obtinem astfel un sir strict
descrescator de subspatii inchise. Conform lemei lui Riesz, exista un sir
(un) astfel incat u, € E,, ||u,| =1 si dist (up, Eni1) > 1/2. Avem

Tuy — Tupm = —(up — Tup) + (U, — Tu) + (Un — Upp).
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Observam ca daca n > m, atunci £,y C £, C E,,41 C E,, si deci
—(up — Tup) + (U, — T,) + Uy € By

Rezulta ca ||Tu, — Tup,|| > dist (uy,, Eny1) > 1/2, ceea ce este absurd
deoarece T este compact. Deci R(I —T) = E.

Reciproc, presupunem ca R(I —T) = E. Din corolarul I1.17,
N(I —T*) = R(I — T)* = {0}. Deoarece T* € K(E'), putem aplica
situatia precedenta pentru a deduce ca R(I —T*) = E’. Aplicand din
nou corolarul 11.17, deducem ci N(I —T) = R(I — T*)* = {0}.

d) Fied=dim N(I —T) si d* = dim N(I — T*). Aratam mai intai
ca d* < d. Prin absurd, presupunem ca d < d*. Cum N(I — T') este
de dimensiune finita, el admite un suplement topologic in E (vezi §11.4,
exemplul 1); deci exista un proiector continuu P de la E'in N(I —T).

Pe de alta parte, R(I — T) = N(I — T*)* are codimensiune finitd
d* si deci R(I — T') admite (in £) un suplement topologic, notat F, de
dimensiune d* (vezi §11.4, exemplul 2). Deoarece d < d*, exista o aplicatie
liniard A : N(I —T) — F care este injectiva si nu este surjectiva.
Fie S =T+ Ao P. Atunci S € K(E) deoarece A o P are rang finit.

Aratam ca N(I — S) = {0}. Intr-adevar, daca

0=u—Su=(u—Tu)— (Ao Pu),
atunci
u—Tu=0 §i AoPu=0,

adica u € N(I —T) si Au= 0. Deci u = 0.

Aplicand ¢) operatorului S obtinem ca R(I — S) = E. Acest lucru
este absurd deoarece exista f € F cu f ¢ R(A) si deci ecuatia u—Su = f
nu are solutie.

Am demonstrat asadar ca d* < d. Aplicand acest rezultat lui T
obtinem

dim N(I —T*) < dim N(I — T*) < dim N(I — T).

Dar N(I —=T*) D N(I —T) si deci d = d*.
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VI.3 Spectrul unui operator compact

Definitii. -~ Fie T' € L(FE).
Multimea rezolvanta p(7T') se definegte prin

p(T) ={\ € R; (T — \I) este bijectiv de la E' in E}.

Spectrul o(7') este complementara multimii rezolvante, adica o(7') =
R\ p(T). Un numar A se numeste valoare proprie a lui 7' — i se noteaza
A€ EV(T) - daca

N(T — M) # 0
N(T — M) se numeste spatiul propriu asociat lui .

Este important cd daca A € p(T) atunci (T — M)~ € L(E) (vezi

corolarul I1.6).

REMARCA 6. — Este evident ca EV(T) C (7). In general, incluzi-
unea este stricta: (?) este posibil s& existe A astfel incat

N(T = M) ={0}si R(T —\) # E

(un asemenea A\ apartine spectrului dar nu este valoare proprie). De
exemplu, consideram in E = ¢? operatorul “shift” la dreapta, adica
Tu = (0,uq,us,...) cuu = (uy,ug, us,...). Atunci 0 € o(7T), in timp ce
0¢ EV(T).

Propozitia VI.7. — Spectrul ¢(T') este o multime compacta si
o(T) C [T, +[IT[]]-

DEMONSTRATIE. — Fie A € R astfel incat |A| > ||T]|. Vom arata ca
T — A este bijectiv, ceea ce implica o(T") C [—||T||, +||7||]]. Fiind dat
f € E, ecuatia Tu — A\u = f admite solutie unica deoarece ea se scrie
sub forma u = A7 (Tu — f) si se poate aplica teorema de punct fix a lui
Banach.

Aratam acum ca p(7T) este deschisa. Fie A\g € p(T). Fie A € R
(apropiat de Ag) si f € E. Incercam sa rezolvam ecuatia

(5) Tu— \u = f,

2Bineinteles, cu exceptia cazului in care F este finit dimensional, atunci cand
EV(T) =o(T).
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care poate fi scrisa sub forma

Tu—Xu=f~+ A=)y,
adica
(6) u= (T = XI)7'[f + (A= Ao)u].

Aplicand din nou teorema de punct fix a lui Banach deducem ca (6) are
solutie unica si
A= ol (T = XoD) ] < 1.

e Teorema VI.8. — Fie 7' € K(E) cu dim £ = co. Atunci avem
a) 0 € o(T),

b) o(T)\ {0} = EV(T)\ {0},

¢) una dintre situatiile urmatoare:

- fie o(T) = {0},

- fie o(T') \ {0} este o multime finita,

- fie o(T) \ {0} este un sir care tinde la 0.

DEMONSTRATIE.

a) Presupunem prin reducere la absurd ca 0 ¢ o(T"). Atunci T este
bijectiv i I = T o T~ este compact. Deci Bg este compacta si dim E <
oo (cf. teoremei VI.5), contradictie.

b) Fie A € o(T), A # 0. Vom arata ca A este valoare proprie.
Rationam prin absurd si presupunem ca N(T — A) = {0}. Atunci,
conform teoremei V1.6 ¢), stim cd R(T — A\I) = F gi deci A € p(T), ceea
ce este absurd.

Pentru a continua demonstratia vom avea nevoie de

Lema VI1.2. — Fie T' € K(F) si (\.)n>1 un sir de numere reale
distincte astfel incat
An — A

si
Ao €0o(T)\ {0} Vn.
Atunci A = 0.
Altfel zis, toate punctele din o(7') \ {0} sunt izolate.
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DEMONSTRATIE. — Stim ca A, € EV(T); fie e, # 0 astfel incat
(T — M\ )e, = 0. Fie E, spatiul vectorial generat de [eq,es, ..., e,].
Aratam ca E, C E,y1, E, # E,.1, pentru orice n. Este suficient sa

aratam ca, pentru orice n, vectorii ey, es, . . ., €, sunt liniar independent;i.

n
Rationam prin inductie in raport cu n si presupunem ca e, 1 = Z ;e;.
i=1

Atunci . .
Teny = Z a;hie; = Z Qi An4164-
i=1 i=1
Rezulta ca a;(A; — Ayr1) = 0 pentru orice ¢ = 1,2,...,n si deci oy = 0

pentru i = 1,2, ... n, contradictie. Rezulta ca E, C F, 1, E, # F,1,
pentru orice n.

Pe de alta parte, este evident ca (T' — \,[)E, C FE, ;. Aplicand
lema lui Riesz construim un sir (uy,),>1 astfel incat u, € E,, ||u,|| =1 si
dist (up, E—1) > 1/2 pentru orice n > 2. Pentru orice 2 < m < n avem

kE, 1CFE,CFE,1CE,.

Avem
Tun Tum _ Tun—Anun T U —AmUm
[ — T | = || o) — (i) gy, — |
: 1
> dist(tn, Bn_1) > 5.

Daca A\, — A si A # 0 ajungem la o contradictie deoarece (T'u,,) contine
un subsir convergent.

DEMONSTRATIA TEOREMEI VI.8. ¢). — Pentru orice intreg n > 1
multimea

J(T)Q{AER;|)\| > Tll}

este vida sau finita (daca ar contine o infinitate de puncte distincte, ar
avea gi un punct de acumulare — deoarece o(T') este compact — i aceasta
ar contrazice lema VI.2). Agadar, daca o(T") \ {0} contine o infinitate de
puncte distincte, le putem aranja sa formeze un gir care tinde catre 0.

REMARCA 7. — Fiind dat un sir («,) care tinde la 0, putem construi
un operator T astfel incat o(T) = (a,,) U {0}. Este suficient sa con-
siderdm in FE = 2 operatorul de multiplicare T definit prin Tu = (ayuy,
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QU+ .y AUy, . . .), unde u = (ug, Ug, ..., Up,...). Observam ca T este
compact deoarece T' este limita unui sir de operatori de rang finit. Mai
precis, fie T,u = (qquy, agus, . .., Uy, 0,0,...). Atunci ||, — T|| — 0.
In acest exemplu vedem de asemenea ca (0 poate sau nu sa apartina lui
EV(T). In plus, daca 0 € EV(T), este posibil ca spatiul propriu asociat,
N(T), sa fie infinit dimensional.

VI.4 Descompunerea spectrala a operatorilor auto-
adjuncti compacti

Presupunem in cele ce urmeaza ca E = H este un spatiu Hilbert si ca

T € L(H). Identificand H' si H, putem presupune ca T* € L(H).

Definitie. — Spunem ca un operator 17" € L(H) este autoadjunct
daca T* =T, adica

(Tu,v) = (u, Tv) Yu,v € H.

Propozitia VI.9. - Fie T' € L(H) un operator autoadjunct.
Definim

m = Inf yeny (Tu,u) si M = Sup wer (T'u, u).
lu|=1 |u|=1

Atunci o(T) C [m, M], m € o(T) si M € o(T).
DEMONSTRATIE. — Fie A > M; demonstram ca A € p(7T'). Avem
(Tu,u) < Mu* Vuc H,
si deci
(A — Tu,u) > (A — M)|ul* = alul? Yu e H, cua > 0.

Aplicand teorema lui Lax-Milgram deducem ca A\l — T este bijectiv.
Aratam acum ca M € o(T). Forma a(u,v) = (Mu — Tu,v) este
biliniara, simetrica si
a(v,v) >0 Vv e H.

Aplicand inegalitatea lui Cauchy-Schwarz obtinem

la(u,v)| < a(u,v)?a(v,v)"* Yu, v € H,



DESCOMPUNEREA SPECTRALA 145

adica

|(Mu — Tu,v)| < (Mu — Tu,u)"*(Mv — Tv,v)"* Vu, v e H.
De aici rezulta, in particular, ca
(7) |Mu — Tu| < C(Mu — Tu,u)"’?> Vu € H.

Fie (u,) un sir astfel incat |u,| =1 si (Tuy,, u,) — M. Din (7) deducem

ca |Mu, — Tu,| — 0 si deci M € o(T) (caci daca M € p(T), atunci

u, = (M I —T) (Mu, — Tu,) — 0, ceea ce este imposibil).
Proprietatile lui m se obtin inlocuind 7" cu —T'.

Corolarul VI1.10. — Fie T € L(H) un operator autoadjunct
astfel incat o(7T) = {0}. Atunci T = 0.

DEMONSTRATIE. — Din propozitia VI.9 deducem ca
(Tu,u) =0 Yue H.
Rezulta ca
2(Tu,v) = (T(u+v),u+v)— (Tu,u) — (Tv,v) =0 Yu,v € H.

Deci T = 0.

Rezultatul urmator este fundamental. El arata ca un operator au-
toadjunct compact este diagonalizabil intr-o baza convenabil aleasa.

e Teorema VI.11. — Fie H un spatiu Hilbert separabil si T'
un operator autoadjunct compact.

Atunci H admite o baza Hilbertiana formata din vectori pro-
prii ai lui 7.

DEMONSTRATIE. — Fie (\,;),>1 sirul vectorilor proprii distincti ai lui
T, cu exceptia lui 0; notam Ay = 0.

Fie By = N(T) si E,, = N(T — A\, I). Reamintim ca

0<dmFEy<oosical<dimE, < oco.

Aratam mai Intai ca H este suma Hilbertiana a spatiilor F,,,n =0,1,2, .. .:



DESCOMPUNEREA SPECTRALA 146

(1) Spatiile (E,)n>o sunt doua cate doua ortogonale. Intr-adevar,
daca u € E,, si v € E,, cu m # n, atunci

Tu=MA,u si Tv=A\v

st
(Tu,v) = Ap(u,v) = (u, Tv) = A\, (u,v).
Deci
(u,v) = 0.

(i7) Fie F spatiul vectorial generat de (E,),>o. Verificam ca F' este
dens in H.

Este evident c& T(F) C F. Rezultd ca T(F*) C F*. Intr-adevar,
dacid u € F+ gi v € F atunci (Tu,v) = (u,Tv) = 0. Fie Ty operatorul
T restrictionat la F*. Atunci Ty este un operator autoadjunct compact.
Pe de alta parte, o(Tp) = {0}. Intr-adevar, daca

A€ o(Tp) \ {0}, atunci A € EV(Ty),

deci exista v € F*, u # 0, astfel incat Tyu = Au. Prin urmare, \ este
una dintre valorile proprii ale lui T, sa zicem A\ = \, si v € E, N F*.
Deci u = 0, contradictie.

Rezulta din corolarul VI.10 ca Ty = 0. Rezulta ca

FrcN(T)cF s F+={0}.

Deci F' este dens in H.

In final, alegem in fiecare spatiu (E,),>o cate o baza Hilbertiana.
Reuniunea acestor baze este o baza Hilbertiana a lui H formata din
vectori proprii ai lui 7.

REMARCA 8. — Fie T un operator autoadjunct compact. Din cele de
mai sus rezulta ca putem scrie orice u € H sub forma

(o ¢]
u:Zun cuu, € E,.

n=0

Atunci Tu = Z Aply,. Fle

n=1

k
Tiu = Z Ap Uy,

n=1
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Evident, T} este un operator de rang finit si
|Tx —T'|| < Sup,>pi1|An] =0 daca k — oo.

Regasim astfel faptul ca 7" este limita unui sir (7)) de operatori de rang
finit. Reamintim ca intr-un spatiu Hilbert orice operator compact — nu
necesar autoadjunct — este limita unui sir de operatori de rang finit
(vezi remarca 1).

V1.5 Comentarii asupra capitolului VI

* 1) Operatori Fredholm.

Teorema VI.6 este un prim pas catre teoria operatorilor Fredholm.
Fie E ¢i F doua spatii Banach. Spunem ca un operator A € L(E, F)
este un operator Fredholm () — vom scrie A € Fred(FE, F) — daca

(1) N(A) este finit dimensional.

(i1) R(A) este inchis si de codimensiune finita (*).

Indexul lui A se defineste prin

Ind A = dim N(A) — codim R(A).

De exemplu, A=I—T cu T € K(E) este un operator Fredholm de index
0 (vezi teorema VI.6).

Proprietatile principale ale operatorilor Fredholm sunt urmatoarele:

a) Multimea Fred(FE, F) este deschisa in L(E, F') si aplicatia A —
Ind A este continua; deci ea este constanta pe fiecare componenta conexa
a lui Fred(E, F).

b) Orice operator A € Fred(F, F') este inversabil modulo operatorii
de rang finit, adica exista un operator B € L(F, E) astfel incat

(Ao B —Ip) si (BoA— Ig) sunt operatori de rang finit.

Reciproc, fie A € L(E, F) si presupunem ca exista B € L(F, E) astfel
incat

AOB—IFGIC(F) §iBOA—IEEIC(E).

3Spunem de asemenea ci A este un operator cu indice.

4Se arati ca daci A € L(E, F) este astfel incat N(A) are dimensiune finita si R(A)
are codimensiune finita (adici R(A) admite un suplement algebric de dimensiune
finitd) atunci R(A) este inchis; vezi [EX].
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Atunci A € Fred (E, F).

c) Daca A € Fred(E,F) si T € K(E, F) atunci A+ T € Fred (E, F)
$iInd (A+T) = Ind A.

d) Daca A € Fred (E, F) si F' € Fred (F, () atunci BoA € Fred (E, G)
si Ind (Bo A) =Ind A + Ind B.

In legatura cu aceste probleme vezi Kato [1], Schechter [1], Lang [1]
sau [EX].

* 2) Operatori Hilbert-Schmidt

Fie H un spatiu Hilbert separabil. Un operator T' € L(H ) se numeste
operator Hilbert-Schmidt daca exista o baza Hilbertiana (e,) a lui
H astfel incat ||T]|%4¢ = S |Ten]* < oo. Se poate verifica faptul ca
aceasta definitie este independenta de alegerea bazei si ca || ||gs este o
norma. In plus, T" este compact. Operatorii Hilbert-Schmidt constituie
un subspatiu important al lui (H) — in particular din cauza rezultatului
urmator.

Teorema VI.12. — Fie H = L?(Q) si K(x,y) € L*(2x Q). Atunci
operatorul

— (Ku)(2) = [ K(x.y)uly)dy

este un operator Hilbert-Schmidt.
Reciproc, orice operator Hilbert-Schmidt pe L?() se repre-
zintd in mod unic cu ajutorul unei functii K(z,y) € L*(2 x Q).

Asupra acestei chestiuni, vezi Balakrishnan [1], Dunford-Schwartz [1],
Volumul 2, L. Schwartz [3] sau [EX].

3) Multiplicitatea valorilor proprii

Fie T € K(E) si A € o(T) \ {0}. Se arata ca sirul N((T — X)),
k = 1,2,... este strict crescator pana la un anumit rang finit p, dupa
care el devine stabil (vezi Dieudonné [1], Kreyszig [1] sau [EX]). Se spune
ca p este ordinul lui A\. Dimensiunea lui N(7" — AI) se numeste mul-
tiplicitate geometrica a lui A, iar dimensiunea lui N((T' — AI)P) se
numeste multiplicitate algebrica a lui A; ele coincid daca E este un
spatiu Hilbert si T" este autoadjunct (vezi [EX]).

4) Analiza spectrala
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Fie H un spatiu Hilbert. Fie T un operator autoadjunct (sau, mai
general, normal adica T*T = TT*) necompact si chiar, eventual ne-
marginit. Descompunerea spectrala este o tehnica care general-
izeaza descompunerea spectrala din §VI.4. Ea permite, intre altele,
sa se defineasca un calcul functional, adica sa se dea un sens lui f(T)
pentru orice functie continua f. Amnaliza spectrala este un subiect
foarte vast, care are numeroase aplicatii gi ramificatii. Pentru o ex-
punere elementara vezi Rudin [1], Kreyszig [1], Friedman [3], Yosida [1],
Huet [1]. Pentru o prezentare mai completa vezi Reed-Simon [1], Kato
[1], Dunford-Schwartz [1], volumul 2, Akhiezer-Glazman [1], Taylor-Lay
[1] si Schechter [2].

5) Principiul Min-Max

Formulele min-max ale lui Courant-Fischer furnizeaza o carac-
terizare utila a valorilor proprii ale unui operator autoadjunct compact;
vezi Courant-Hilbert [1], Raviart-Thomas [1] sau [EX]. Lucrarea lui Wein-

berger [2] contine numeroase dezvoltari pe marginea acestui subiect.

6) Teorema lui Krein-Rutman
Urmatorul rezultat are aplicatii interesante in studiul spectral al op-
eratorilor eliptici de ordinul al doilea (vezi capitolul IX).

* Teorema VI1.13 (Krein-Rutman). — Fie F un spatiu Banach
si C un con convex cu varful in 0 (adica Az + py € C, YA > 0,
u>0,xeC,yeC). Presupunem ci C este inchis, IntC' # ()
si CN(=C)={0}. Fie T € K(F) astfel incat T(C \ {0}) C Int C.
Atunci exista u € Int C' gi A > 0 astfel incat T'u = \u; mai mult, \
este unica valoare proprie asociata unui vector propriu al lui 7T
in C (adica Tv = pv cu v € C gi v # 0 implica p = A). In sfarsit,

A= Max{|ul; peo(T)}

si multiplicitatea (geometrica si algebrica) a lui \ este egala cu
1.
Vezi Schaefer [1] si [EX].



Capitolul VII

TEOREMA LUI HILLE-YOSIDA

VII.1 Definitia si proprietatile elementare ale oper-
atorilor maximal monotoni

Pretutindeni in acest capitol, H noteaza un spatiu Hilbert.

Definitie. — Un operator liniar nemarginit A : D(A) C H — H se
spune cd este monoton (') daca satisface

(Av,v) >0 Yov e D(A).

Acesta este numit maximal monoton daca, in plus, R(I + A) = H,

adica
Vfe H Jue D(A) astfel incat u+ Au = f.
Propozitia VII.1. — Fie A un operator maximal monoton.
Atunci

a) D(A) este dens in H.

b) A este un operator inchis.

¢) Pentru orice A > 0, (I + \A) este bijectiv de la D(A) la H,
(I + AA)~! este un operator marginit si ||( + X A) ™|z < 1.

DEMONSTRATIE.
a) Fie f € H astfel incat (f,v) = 0, Vv € D(A). Afirmam ca
f = 0. Intr-adevar, exista un anume vy € D(A) astfel incat vy + Avy = f.
Avem
0= (f,v0) = |vo]* + (Avo, vo) > |vo|?.

'Unii autori spun ci A este acretiv sau ci —A este disipativ.

150
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Astfel vy = 0 si de aici f = 0.
b) Intai observam ca pentru orice f € H exista u € D(A) unic
astfel incat u + Au = f. Intr-adevar, daca u este o alta solutie avem

u—1u+ Alu—1)=0.

Luand produsul scalar cu (v — %) si utilizand monotonia lui A vedem ca
u—1u = 0. Apoi, subliniem ci |u| < | f| deoarece |u|*+ (Au,u) = (f,u) >
lu|®. De aceea aplicatia f + u, notatd prin (I + A)~!, este un operator
liniar méarginit de la H in el insusi si ||(I + A) 7 2y < 1. Demonstram
acum ca A este un operator inchis. Fie (u,) un gir din D(A) astfel incat
Uy, — u i Au, — f. Trebuie sa verificam ca u € D(A) i Au = f. Insa,
Up + Au,, — u + f si astfel

Uy = (I + A) Ny + Auy) — (I + A7 u+ f).

De aici u = (I + A)"Hu + f), adicd u € D(A) si u + Au=u+ f.

¢) Vom arata ca daca R(I + \gA) = H pentru un anume Ay > 0
atunci R(I + AA) = H pentru orice A > A\g/2. Punctam intai — ca in
partea b) — ca pentru orice f € H exista un unic u € D(A) astfel incat
u + MAu = f. Mai mult, aplicatia f — wu, notatd prin (I + M\gA)™1,
este un operator liniar, marginit cu [[(I + MgA) ™| gy < 1. Incercam si
rezolvam ecuatia

(1) u+Xu=f cul>0.

Ecuatia (1) poate fi scrisa astfel

Ao Ao
AAu = — 1— =
u—+ NAu 3 f+ ( ) ) u

ori in forma

A A
(2) u=(I+NA)™" [Of+<1—0> u} :

A A

y Ao .- . o -

Daca |1 — 5y < 1, adica A > \g/2, putem aplica Principiul Contractiei

(Teorema V.7) si deduce ca (2) are o solutie.
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Concluzia lui ¢) urmeaza usgor prin inductie: deoarece I + A este
surjectiv, I + AA este surjectiv pentru orice A > 1/2, si astfel pentru
orice A > 1/4, ete.

REMARCA 1. — Daca A este maximal monoton atunci \A este, de
asemenea, maximal monoton pentru orice A > 0. Totusi, daca A si B
sunt operatori maximal monotoni, atunci A+ B, definit pe D(A)ND(B),
nu este necesar sa fie maximal monoton (vezi [EX]).

Definitii. — Fie A un operator maximal monoton. Pentru orice A > 0
definim

1
A

Jy este numita rezolvanta lui A si A, este regularizata Yosida a lui
A. Retinem ca || Jy||zm) < 1.

Jy = (I+)\A)_1 §1 Ay = (I — J)\)

Propozitia VII.2. — Fie A un operator maximal monoton.
Atunci

a;) Ay = A(Jyw) YVvoe H si VA>0,
az) Ayv = J\(Av) Yve D(A) si YA >0,

b) |Azv| < |Av] Vv e D(A) si VA>0,
c) }\iir(l)J,\v:v Vv e H,

d) /l\li% Ayv = Av Vv € D(A),

e) (Ayv,v) >0 Yoe H si VA>0,

f) Axv| < (1/N)|y] Yoe H si VA>D0.

DEMONSTRATIE. —

ap) poate fi scrisa ca v = (Jyv) + AA(J\v) — care este tocmai definitia
lui Jyv.

az) Din a;) avem

Ayv+ A(v — Jyw) = A,

adica

A)\’U —+ )\A(A/\U) = Av
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care inseamna cd Ayv = (I + AA) "t Aw.
b) Urmeaza usor din as).
¢) Presupunem intai ca v € D(A). Atunci

lv — Jyv| = AAyv| < A|Av| din b)

si astfel lim Jyv = v.
>\_>0 v . .
Presupunem acum ca v este un element general din H. Pentru orice

e > 0 dat, exista un anume v; € D(A) astfel incat |v —vy| < e (deoarece
D(A) este dens in H din propozitia VII.1). Avem

| oo —v| < |Jhw—Jyw| + [Javr — v1] + |v1 — v
< 2lv —wvy| + |y — vr| < 26 + |y — vy

Astfel

limsup |[Jyv —v| <2, Ve>0
A—0

si deci
lim |Jyv — v| = 0.
A—0

d) Este o consecinta a lui ay) si ¢).
e) Avem

(A, v) = (Ayv,v — Jyv) 4+ (A, Jyv) = A Ayo]? + (A(Jyv), Jyv)
si astfel
(3) (Ayv,v) > AN Ay|*.

f) Este o consecinta a lui (3) si a inegalitatii lui Cauchy-Schwarz.

REMARCA 2. — Propozitia VIL.2 implica ca (Ay)aso este o familie
de operatori marginiti care “aproximeaza” operatorul nemarginit A
cand A — 0. Aceasta aproximatie va fi utilizata foarte des. Desigur, in
general, || Ax|lzm) “explodeaza” cand A — 0.
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VII.2 Solutia problemei de evolutie

d
di;—i-Au:O pe [0, +00)
u(0) = up.

Existenta si unicitate.

Incepem cu un rezultat clasic:

e Teorema VIIL.3 (Cauchy, Lipschitz, Picard). — Fie £ un
spatiu Banach si F/ :  — FE o aplicatie Lipschitziana, adica
exista o constanta L astfel incat

|Fu— Fv|| < Llju—v| VYu,v€E.

Atunci, pentru orice u, € E dat existd o solutie unica u €
C([0,+00); F) a problemei:

du
n a(t) = Fu(t) pe [0,+00)
u(0) = ug

(up este numita data initiala).

DEMONSTRATIE. —
Existenta. A rezolva (4) echivaleaza cu a gasi un anume
u € C([0,+00); E) satisfacand ecuatia integrala

(5) Mo:uo+éﬂmm@ym
Pentru k£ > 0 dat — ce va fi fixat mai tarziu — definim
X = {u € C([0,400); E); Supisg e ™ lu(t)|| < oo}.
Este usor de verificat ca X este un spatiu Banach in raport cu norma
lull x = Supyzq e™™[Ju(t)]].

Pentru orice u € X, functia ®u definita de

@m@:%+é%m@ms
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apartine, de asemenea, lui X. Mai mult, avem
L
|Pu — Pv||x < EHU —vl|lx Yu,veX.

Luand arbitrar k£ > L gasim ca ® are un punct fix (unic) u in X, care
este o solutie a lui (5).
Unicitatea. Fie u si w doua solutii ale lui (4) si definim

p(t) = llu(t) —a(®)].

Din (5) deducem ca

o(t) SL/Otgo(s)ds vt >0

si, In consecinta, ¢ = 0.

Teorema precedenta este extrem de utila in studiul ecuatiilor dife-
rentiale ordinare. Totusi este de putin folos in studiul ecuatiilor cu
derivate partiale. Urmatorul nostru rezultat este un instrument foarte
puternic in rezolvarea ecuatiilor cu derivate partiale de evolutie
— vezi capitolul X.

e Teorema VII.4 (Hille-Yosida). — Fie A un operator maximal
monoton. Atunci, pentru orice uy, € D(A) dat, exista o functie
unica (?)

u e C([0,400); H) N C([0,+00); D(A))

satisfacand

du
— +Au=0 pe[0,+0)
(6) dt [

u(0) =up (data initiala).

Mai mult

du

(O] <l 5|50 = w0 < ] e 0

2Spatiul D(A) este inzestrat cu norma grafului |v| + |Av| sau cu norma Hilbert
echivalenta (|v|? + | Av|?)/2.
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REMARCA 3. — Avantajul principal al teoremei VII.4 consta in fap-
tul ca reducem studiul unei “probleme de evolutie” la studiul unei
“ecuatii stationare” u + AMAu = f (presupunand a sti deja ca A este
monoton — ceea ce este ugor de verificat in practica).

DEMONSTRATIE. — Aceasta este impartita in 6 etape.
Etapa 1: Unicitatea. — Fie u si @ doua solutii ale lui (6). Avem

d _ _ _ _
(ﬁ(u—u),(u—u)) =—(A(u—7),u—1u) <0.

Dar (3)

;jtm(t) —at)]> = (fzi(“(t) —a(t)), u(t) — U<t)> :

Astfel, functia ¢t — |u(t) —u(t)| este monoton descrescatoare pe [0, +00).
Din |u(0) —@(0)| = 0 urmeaza ca

u(t) —a(t) =0 V> 0.

Ideea principala pentru demonstrarea existentei este de a inlocui in
(6) operatorul A prin A), a aplica teorema VII.3 problemei aproximante
si apoi de a trece la limita cand A — 0 utilizand diverse estimari care
sunt independente de ). Deci, fie u) solutia problemei
™) ddl? + Ayuy=0 pe [0,+00)
U)\<O) =Ug € D(A)

Etapa 2: — Avem estimarea

dU)\

(8) g

<t>| Avin(®)] < [Auo| Ve 0, WA 0.

Aceasta inegalitate este o consecinta imediata a urmatorului rezultat.

d
3Retineti ca daci ¢ € C*([0,+00); H), atunci |p|> € C*(]0, +o0); R) si %\gﬂz =

dp
21 — .
(dt””)
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Lema VIIL.1. — Fie w € C'([0, +00); H) o functie satisficand

d
9) d—z;—i-AAw:O pe [0, +00).
. . . dw
Atunci functiile t — |w(t)| si t — (dt(t)‘ = |Ayw(t)| sunt monoton

descrescatoare pe [0, +00).

DEMONSTRATIE. — Avem
d
(;f, w) + (A w,w) = 0.

Din propozitia VIL.2 e) stim ca (A w,w) > 0 i, de aceea, ;Ccli]wP <0,
astfel incat |w(t)| este monoton descrescatoare. Pe de alta parte, deoarece
A, este un operator liniar marginit, deducem (prin inductie) din (10) ca
w € C*([0,4+00); H) si, de asemenea, ca

d (dw dw
dt<dt)+z4)\<dt>—0

dw
Se aplica deci rezultatul precedent lui e

Etapa 3: — Vom demonstra aici ca, pentru orice t > 0, u,(t) converge,
cand A — 0, la o anumita limita notata prin u(¢). Mai mult, convergenta
este uniforma pe orice interval marginit [0, 7.

Pentru orice A, p > 0 avem

duy du
E_T;_FAAU)\_AMUM:O
si astfel
1d
(10) 5= lua(t) = uu(®) + (Axua(t) — A, (t), ua(t) — up(t)) =0
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Renuntand la ¢ pentru simplitate, scriem
(Axuy — Ayuy, uy —uy)

= (Ayuy — Ay, uy — Jhuy + Jhuy — Jyu, + Ju, —uy,)
(11> = (A)\U)\ — Auuu, Ay — ,uAuuu)jL

+(A(J)\U)\ - Juuu), J)\'LL,\ — Juuu)

> (Ayuy — Ayuy,, Myuy — pAuy,).

Din (8), (10) si (11) urmeaza ca
1d
2dt

Integrand aceasta inegalitate, obtinem

luy — u,? < 2(X\ + )| Aug .

lua(t) — u, (B)* < 4\ + p)t| Auol?
adica

(12) [ux(t) — wu(t)] < 20/ (A + p)t| Aug).

Urmeaza ca, pentru orice t > 0 fixat, (u)(f)) este un sir Cauchy cand
A — 0 si de aceea converge la o limita notata u(t). Trecand la limita in
(12) cu pp — 0 avem

lux(t) — u(t)] < 2V At|Aug.
Astfel, convergenta este uniforma in ¢ pe orice interval marginit [0, 7] si
deci v € C([0, +00); H).
Etapa 4: — Presupunand, in plus, ca uy € D(A?), adicd uy € D(A)
si Aug € D(A), demonstram aici ca %(t) converge, cand A — 0, la o

anumita limita si ca aceasta convergenta este uniforma pe fiecare interval
marginit [0, 7.

d
Definim vy, = %, aga incat % + Ayvy = 0. Urmand acelasi
rationament ca in Etapa 3 vedem ca
1d
(13) 5 —loa = vl < (|Avoa| + [Auo )N Axoa] + plAyv,)).

2 dt
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Din lema VII.1 avem
(14) [Axua(8)] < [Axoa(0)] = [AxAxuol
si, In mod similar,
(15) A0 )] < [A,0,(0)] = [ A, Ayt
In final, deoarece Auy € D(A), obtinem
AxAyug = IZNAJ\Aug = JyJyAAug = J3A%uq
si astfel
(16) | AxAuo| < [A%uol,  [AuAuuol < |A%uol.

Combinand (13), (14), (15) si (16) suntem condusi la

S oy = ul? < 200+ )] A%

L . y duy .
Concluzionam, ca in Etapa 3, ca vy(t) = —=(t) converge, cand A — 0, la
o anumita limita, convergenta fiind uniforma pe fiecare interval marginit
[0,T7.

Etapa 5: — Presupunand ci ug € D(A?) ardtam aici cd u este o
solutie a lui (6).
Din cele de mai sus gtim ca, pentru orice 7' < oo:

ux(t) — u(t), cand A — 0, uniform pe [0, T
du
dt

(t) converge, cand A — 0, uniform pe [0,T].

d d
Urmeaza ugor ca u € C*([0, +00); H) i ca %(t) — d—z(t), cand A — 0,

uniform pe [0, 7]. Rescriem (7) astfel

Subliniem ca Jyuy(t) — u(t) cand A — 0 deoarece

[ Iua(t) = u@)] < |Jyua(t) = Jxu(t)] + | Jyu(t) = u(t)]

< fua(t) —u@®)] + | hu(t) — u(t)| — 0.
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Aplicand faptul ca A are graficul inchis, deducem din (17) ca u(t) €
D(A) Vt>0sica
du

—H(t) + Au(t) = 0.

In final, deoarece u € C'([0,+00); H), functia t — Au(t) este continud
dela [0,400) la H si, de aceea, u € C(]0, +00); D(A)). Astfel am obtinut
o solutie a lui (6) satisfacand in plus

du

(t)| = |Au(t)| < |Auo|, ¥t > 0.

lu(t)] < |ugl, VE>0 si 7

Etapa 6: — Incheiem aici demonstratia teoremei.
Vom utiliza urmatoarea:

Lema VII.2. — Fie uy € D(A). Atunci Ve > 0 Ju, € D(4?%)
astfel incat |ug —uo| < ¢ si |Aug — Atp| < . Cu alte cuvinte D(A?)
este dens in D(A) (pentru norma grafului).

DEMONSTRATIA LEMEI VII.2. — Definim %y = Jyug pentru A > 0
potrivit, ce va fi fixat mai incolo. Avem

ug € D(A) si T+ At = up.

De aceea, Auy € D(A), adica uy € D(A?%). Pe de altd parte, din
propozitia VII.2, stim ca

}\IL% | Jyug — ug| =0, l\lirtl) | N Aug — Augl = 0

si ca Aty = JyAug = AJyug. Concluzia dorita urmeaza prin alegerea lui
A > 0 suficient de mic.

Ne intoarcem acum la demonstratia teoremei VII.4. Pentru uy €
D(A) dat, construim (utilizand lema VII.2) un sir (ug,) in D(A?) astfel
incat ug, — ug si Aug, — Aug. Din Etapa 5 cunoastem ca exista o
solutie u,, a problemei
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Pentru orice ¢ > 0, avem
|un(t) - um(t)| S |u0n - u0m| —)m,n—>oo 07

du,, di,,

De aceea

un(t) — u(t) uniform pe [0, +00)

%(t} — Cj;;(t) uniform pe [0, +00)
cuu € CY([0,400); H). Trecand la limita in (19) — utilizand faptul ca
A este un operator inchis — observam ca u(t) € D(A) si u satisface (6).
Din (6) deducem ca u € C(]0,4+00); D(A)).

REMARCA 4. — Fie u, solutia lui (7):

a) Presupunem ca uy € D(A). Stim (din Etapa 3) ca, atunci
cand A — 0, uy(t) converge, pentru orice ¢ > 0, la o anumita limita
u(t). Se poate demonstra direct (vezi [EX]) ca u € C'([0,+o00); H) N
C(]0,+00); D(A)) si ca satisface (6).

b) Presupunem doar ca ug € H. Se poate inca demonstra ca,
atunci cand A — 0, u,(t) converge pentru orice t > 0, la o anumita
limita, notata cu u(t) (vezi [EX]). Dar se poate intampla ca aceasta limita
u(t) ¢ D(A) Vt > 0s4icau(t)sanu fie diferentiabila nicaieri pe (0, +00)
(vezi [EX]). Din aceasta cauza u(t) nu este o solutie “clasicd” a lui (6).
De fapt, pentru un astfel de ug, problema (6) nu are solutie clasica. Cu
toate acestea putem privi pe u(t) ca o solutie “generalizata” a lui (6).
Vom vedea in § VII.4 ce se intampla cand A este autoadjunct: in acest
caz u(t) este o solutie “clasica” a lui (6) pentru orice ug € H — chiar
daca ug ¢ D(A).

* REMARCA 5 (Semigrupuri de contractie). — Pentru orice ¢ > 0
consideram aplicatia liniara uyg € D(A) — u(t) € D(A) unde u(t) este
solutia lui (6) data de teorema VIL.4. Deoarece |u(t)| < |ug| si D(A)
este dens in H putem extinde aceasta aplicatie prin continuitate la un
operator marginit de la H in el insusi, notat prin Sa(¢) (*). Este usor de
verificat ca S, (t) satisface urmatoarele proprietati:

40ri se poate utiliza remarca 4 pentru a defini direct S4(t) pe H ca fiind aplicatia
uo € H— u(t) € H.
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(a) Pentru orice t >0, Sa(t) € L(H) si [[Sa(t)|lc <1

) Sa(ty +ta) = Sa(ty) 0 Sa(te) Viti,ta >0,

Sa(0) =1.
(¢) lim,%_}()) |Sa(t)ug —upl =0 Vuy € H.
>

O astfel de familie de operatori {S(¢)}:>0 (de la H in el insusi) de-
pinzand de un parametru ¢ > 0 si satisfacand a), b), ¢) se va numi
semigrup continuu de contractii.

Un rezultat remarcabil datorat lui Hille si Yosida afirma, invers, ca
fiind dat un semigrup continuu de contractii S(t) pe H exista un operator
maximal monoton unic A astfel incat S(t) = Sa(t) Vt > 0. Aceasta sta-
bileste o corespondenta bijectiva intre operatorii maximal mono-
toni si semigrupurile continue de contractii. (Pentru demonstratie
vezi [EX] gi referintele citate in comentariile asupra capitolului VII).

e REMARCA 6. — Fie A un operator maximal monoton si A € R.

Problema
du

= T AU+ =0 pe0,+00),
u(0) = up

se reduce la problema (6) utilizand urmatoarea schema simpla. Definim
v(t) = eMu(t),

asa Incat v satisface

dv
p +Av =0 pe [0,4+00),
v(0) = uy.

VII.3 Regularitate

Vom arata aici ca solutia u a lui (6) obtinuta in teorema VII.4 este mai
neteda (°) decat in acest moment C'([0, +00); H) N C([0,+00); D(A))

"Reamintim c& teorema VIL.4 afirmé doar c¢& u € C*([0, 00); H).
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cu conditia sa impunem ipoteze suplimentare asupra datei initiale ug. In
acest scop definim prin inductie spatiul
D(A*) = {v € D(A*™1); Av € D(A* 1)}
unde k este un intreg arbitrar, k > 2. Este usor de vazut ca D(A*) este
un spatiu Hilbert pentru produsul scalar
k . .
(U, U)D(A’“) = Z(AJ’U,, AJU);
j=0

norma corespunzatoare este

i 1/2
|U|D(Ak) = (Z |Aju\2) .
j=0

Teorema VIL.5. — Presupunem ci u;, € D(A*) pentru un
anume intreg k£ > 2. Atunci solutia v a problemei (6) obtinuta
in teorema VII.4 satisface

= C’k_j([O,—i—oo); D(Aj)) Vi=0,1,... k.

DEMONSTRATIE. — Presupunem intai £ = 2. Consideram spatiul
Hilbert Hy = D(A) inzestrat cu produsul scalar (u, v)p(a). Este usor de
verificat ca operatorul Ay : D(A;) C H; — H; definit de

D(Ay) = D(A?)
Aju = Au  pentru u € D(A;)

este maximal monoton in H;. Aplicand teorema VII.4 operatorului A,
in spatiul H; vedem ca exista o functie

u e C'([0,+00); Hi) NC([0,400); D(A}))

astfel incat
du
p + Aju =0 pe [0,+00),

u(0) = wp.
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In particular, u satisface (6); din unicitate, acest u este solutia lui (6).
Rémane doar de verificat ca u € C?([0,4+00); H). Deoarece

A€ L(H,H) si ueC(0,+00);Hy)
urmeaza ca Au € C'([0,4+00); H) si

(19) ;lt(Au) — A (f;;) .

d
Aplicand (6) vedem ci dit‘ e CY([0, +00); H), adici u € C2([0, +00); H)

S1

>

(20) :;; <C§Z> + A (2) =0 pe [0,+00).

Revenim acum la cazul general £ > 3. Procedam prin inductie dupa
k: presupunem ca rezultatul se mentine pana la ordinul (k — 1) si fie
ug € D(A¥). Din analiza precedentd cunoagtem ci solutia u a lui (6)
apartine lui C?([0,+o00); H) N C'([0, +00); D(A)) si ca u satisface (20).

Luand
B du

Codt

v

' v € CY([0, +00); H) N ([0, +00); D(A)),

dv
E—i—Av =0 pe [0,+00)
v(0) = —Auy.

Cu alte cuvinte, v este solutia lui (6) corespunzatoare datei initiale vy =
— Aug. Deoarece vy € D(AF~1) stim, din ipoteza de inductie, c&

(21) v € C*17([0,400); D(AY)) Vj=0,1,....k—1,

adica
u€ CHI(0, o) D(AT) V=01, k1.

Ramane doar de verificat ca

(22) u € C([0, +00); D(AF)).
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Aplicand (21) cu j = k — 1, vedem ca

du k—1
(23) o € C([0,4+00); D(A*)).

Din (23) si ecuatia (6) urmeaza ca
Au € C([0,+00); D(A™)),

adica (22).

VII.4 Cazul autoadjunct

Fie A : D(A) C H — H un operator liniar, nemarginit cu D(A) =
H. Identificand H’' cu H 1l putem privi pe A* ca un operator liniar,
nemarginit pe H.

Definitie. — Se spune ca:
A este simetric daca

(Au, v) = (u, Av) Yu, v € D(A),
A este autoadjunct daca D(A*) = D(A) si
A" = A.

REMARCA 7. — Pentru operatorii marginiti notiunile de operatori
simetrici gi autoadjuncti coincid. Totusi, daca A este nemarginit ex-
ista o diferenta subtila intre operatorii simetrici si cei autoadjuncti.
Este limpede ca orice operator autoadjunct este simetric. Reciproca nu
este adevarata: un operator A este simetric daca gi numai daca A C A*,
adica D(A) C D(A*) si A* = A pe D(A). Se poate intampla ca A sa fie
simetric i A # A* (vezi [EX]). Urmatorul nostru rezultat arata ca daca
A este maximal monoton, atunci

(A este simetric) < (A este autoadjunct).

Propozitia VII.6. — Fie A un operator simetric, maximal
monoton. Atunci A este autoadjunct.
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DEMONSTRATIE. — Fie J; = (I + A)~!. Vom demonstra intai ca J;
este autoadjunct. Deoarece J; € L(H) este suficient sa verificam ca

(24) (Jiu, v) = (u, Jiv) Vu,v € H.
Definim u; = Jyu si v = Jiv, asga incat
uy + Auy = u,

(%] +A1)1 = .

Deoarece, din presupunere, (u;, Avy) = (Auq, v1) urmeaza ca (ui,v) =
(u,vy), adica (24).
Fie u € D(A*) si definim f = u + A*u. Avem

(f,v) = (u,v+ Av) Yov € D(A),

adica
(f, Jhw) = (u,w) Yw e H.

Astfel uw = Jif i, de aceea, u € D(A). Aceasta probeaza ca D(A*) =
D(A) si de aici A este autoadjunct.

REMARCA 8. — Trebuie avut grija ca daca A este un operator mono-
ton (chiar un operator monoton simetric) atunci A* nu este, in mod
necesar, monoton; vezi [EX]. Totusi se poate demonstra (vezi [EX]) ca
urmatoarele proprietati sunt echivalente:

A este maximal monoton

<= A* este maximal monoton

<= A este inchis, D(A) este dens, A si A* sunt monotoni.

e Teorema VII.7. — Fie A un operator maximal monoton si
autoadjunct. Atunci, pentru orice uy € H (°) existd o functie
unica

u € C([0,4+00); H) N CY((0,+00); H) N C((0,+00); D(A))

6 Accentusim diferenta dintre teorema VIL.4 i VIL7. Aici up € H (in locul lui
ug € D(A)); concluzia este aceea ci existd o solutie neteda a lui (6) departe de t = 0.

u
Totusi este posibil ca E(t) sa “explodeze” cand t — 0.
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astfel incat J
ditL +Au=0 pe (0,+0),

u(0) = up.
Mai mult, avem

du

. 1
u(t)] < Juol i dt(t>|=rAu<t>\§t|uO\ ¥t >0,

(25) u e C*((0,400); D(AY)) Vk, (¢ intregi.

DEMONSTRATIE. —

Unicitatea. Fie u si @ doua solutii. Din monotonia lui A vedem ca
o(t) = |u(t) —u(t)|* este monoton descrescitoare pe (0, +00). Pe de alti
parte ¢ este continua pe [0,+00) si ¢(0) = 0. De aceea, ¢ = 0.

Existenta. Demonstratia este divizata in doua etape.

Etapa 1. — Presupunem intai ci ug € D(A?) si fie u solutia lui (6)
data de teorema VII.4. Afirmam ca

du

1
—] <= v .
(26) : (t) ; lup| ¥Vt >0

La fel ca in demonstratia propozitiei VII.6 avem
Jy=Jy si Al =A\ VA>0.

Ne intoarcem la problema aproximanta introdusa in demonstratia teore-
mei VIL.4:

dU)\
— 4+ A =

@) 7 + Ayuy=0 pe [0,400),
ux(0) = up.

Luéand produsul scalar a lui (27) cu u, si integrand pe [0, 7] gasim
1 9 T 1, 5
(28) S + [ (s, wn) dt = Sfuol*.

d
Luand produsul scalar a lui (27) cu t% si integrand pe [0, 7] obtinem

(29) /OT dd“;(t)'Qth/OT (Am@, CZ?(t))tdt:O.
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Dar

d d d d
dt (A,\UA,U)\) (AA :;/\, U)\> + (A)\U)\, U/\> =2 (AAUM U/\>

deoarece A} = A,.
Integrand prin parti avem

T duy
/O<A,\u,\(t), — )tdt 2/ [(Axux, uy)]t dt

— ; (AAU/\(T) (T)) T — 5 (A)\U)\, U)\) dt

(30)

este monoton descresca-

d
Pe de alta parte, deoarece functia ¢ — ';;)‘(t)

toare (din lema VII.1), avem

T dU)\ 2 du,\ 2 T2
(31) A dwﬁtﬁ (ﬁ@42.
Combinand (28), (29), (30) si (31) obtinem
1 2 2 du}\ 2 2
S (D) + T(Avir(T), ua(T)) + 72| D7) < ol

Urmeaza, in particular, ca

dun

(32) o

@ﬂg;MAVT>u

In final, trecem la limita in (32) cand A — 0. Aceasta completeaza

du
demonstratia lui (26) deoarece &, vezi Etapa 5 din demonstratia

dt dt (
teoremei VII.4).
Etapa 2. — Presupunem acum ci uy € H. Fie (uo,) un sir din D(A?)
astfel incat ug, — ug (reamintim cd D(A?) este dens in D(A) si cd D(A)
este dens in H; astfel D(A?) este dens in H). Fie u,, solutia lui

o + Au, =0 pe [0, +00),
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Stim (din teorema VIIL.4) ca

[un(t) — um(t)| < |uon — vom| VYm,n, Vt>0
si (din Etapa 1) ca

du,, _ di,,

1
E(t) W(t) S;

[uon — wom| Vm,n, Vt>0.

Urmeaza ca u,(t) converge uniform pe [0, +00) la o anumita limita u(t)
n d : :
gi ca %(t) converge la —u(t) uniform pe fiecare interval [d, +00), § > 0.

dt
Functia limita u satisface

u € C([0,+o0); H)NCH(0,+00); H),

d
u(t) € D(A) Vt>0 si d—;‘(t)+Au(t):0 vt > 0

(se utilizeaza faptul ca A este inchis).
Revenim acum la demonstratia lui (25). — Vom arata prin inductjie
dupa k > 2 ca

(33) u € CFI((0,+00); D(AY)) Vj=0,1,... k.

Presupunem ca (33) este valabila pana la ordinul k£ — 1. In particular

avem
(34) u € C((0,+00); D(AF 1Y),

Pentru a arata (33) este suficient (in virtutea teoremei VIL.5) sa verificam
ca

(35) u € C((0,400), D(A")).

Consideram spatiul Hilbert H = D(A*1) si operatorul A : D(A) ¢ H —
H definit de
D(A) = D(A¥)

A=A,
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Este usor de vazut ca A este maximal monoton si simetric in H; de aceea,
acesta este autoadjunct. Aplicand prima asertiune a teoremei VII.7 in
spatiul H operatorului A obtinem o solutie unica v a problemei

dv

— +Av=0 pe (0,400
(36) 7 ( )

v(0) = vy

pentru orice vy € H dat. Mai mult

v € C([0,+00); H)NCY(0,+00); H)NC((0,+00); D(A)).

Alegand vy = u(e) (¢ > 0) — stim deja din (34) cd vy € H — conchidem
ca u € C((g,+00); D(A*)) si aceasta completeaza demonstratia lui (35).

VII.5 Comentarii asupra capitolului VII

1) Teorema lui Hille-Yosida in spatii Banach.

Teorema lui Hille-Yosida se extinde la spatii Banach. Afirmatia pre-
cisa este urmatoarea. Fie F un spatiu Banach si A : D(A) C £ — E
un operator liniar nemarginit. Se spune ca A este m-acretiv daca
D(A) = E si pentru orice A > 0, I + AA este bijectiv de la D(A) la
Ecu [|[(I+XA) g <1

Teorema VII.8 (Hille-Yosida). — Fie A m-acretiv in E. Atunci
pentru orice uy € D(A) dat, exista o functie unica

u € C*([0,+00); E)NC([0,+00); D(A))
astfel incat

du
— 4+ Au=0 pe [0,400
(37) 5 [ )

u(0) = wuo.
In plus, avem

du
0] = w0 < Lawl o

)l < Juoll - si \
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Aplicatia uy — u(t) extinsa prin continuitate la intregul F este
notata prin S4(t). S4(t) este un semigrup continuu de contractii
pe E. Reciproc, pentru orice semigrup continuu de contractii
S(t), exista un operator m-acretiv unic A astfel incat S(t) =
Sa(t) Vt>0.

Pentru demonstratie, a se vedea J. Goldstein [1], Yosida [1], Schechter
[1], Reed-Simon [1], Volumul 2, Tanabe [1], Pazy [1], Dunford-Schwartz
[1], Volumul 1, Friedman [2], Davies [1], Balakrishnan [1] si [EX]. Aceste
referinte ofera vaste progrese asupra teoriei semigrupurilor.

2) Formula exponentiala.
Exista numeroase tehnici iterative pentru rezolvarea lui (37). Vom
mentiona o metoda de baza:

Teorema VII.9. — Presupunem ca A este m-acretiv. Atunci
pentru orice uy € D(A) solutia u a lui (38) este data de “formula
exponentiala”

(38) u(t) = lim [<I+ ;A)ll Ug-

n—oo

Pentru demonstratie a se vedea Yosida [1] gi Pazy [1].

In limbajul Analizei Numerice, formula (38) corespunde schemei
de discretizare a timpului implicit pentru (37) (vezi Raviart-Thomas
[1]). Mai precis, se imparte intervalul [0,¢] in n intervale de lungime egala
At = t/n si se rezolva inductiv ecuatiile

Wiy — g :
HTt]—kAug‘H:O;J:Oylw-w”_l’

pornind cu ug. Cu alte cuvinte u,, este dat de
_ t A\
tn = (I + AtA) g = (1 + A) "o.
n

Cand n — oo (adica At — 0) este “intuitiv” ca w,, converge catre u(t).

3) Teorema VII.7 este un prim pas catre teoria semigrupurilor
analitice. Asupra acestui subiect a se vedea Yosida [1], Kato [1], Reed-
Simon [1], Volumul [2], Friedman [2], Pazy [1] si Tanabe [1].
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4) Ecuatii neomogene. Ecuatii neliniare.
Consideram problema

du
(39) = () + Au(t) = f(t) pe [0,T]
U(O) = Ug.

Urmatorul rezultat este valabil

Teorema VII.10. — Presupunem ca A este m-acretiv. Atunci
pentru orice ug € D(A) si orice f € C'([0,T]; E) existd o solutie
unica u a lui (39) cu

u € CY[0,T]; E)nC([0,T); D(A)).

In plus, solutia u este data de formula
t
(40) u(t) = Sa(t)uo + /0 Sa(t — s)f(s)ds

(unde S4(t) este semigrupul introdus in 1).

Punctam ci daci se presupune doar f € L'(0,7T; E), formula (40)
inca are sens si ofera o solutie generalizata a lui (39). Asupra acestor
probleme vezi Kato [1], Pazy [1], Martin [1], Tanabe [1].

In aplicatiile din fizica se intalnesc multe ecuatii “semiliniare” de
forma p
L+ Au = F(u)
unde F' este o aplicatie neliniara de la X la X. Asupra acestor chestiuni
vezi Martin [1], Brezis [2] si comentariile asupra capitolului X.

Mentionam, de asemenea, ca majoritatea rezultatelor din capitolului
VII admit versiuni neliniare, adica A : D(A) C E — E este un operator

neliniar; vezi Brezis [1], Barbu [1], Bénilan-Crandall-Pazy [1].



Capitolul VIII

SPATII SOBOLEV SI FORMULAREA
VARIATIONALA A PROBLEMELOR LA
LIMITA IN DIMENSIUNE UNU

VIII.1 Motivatia

Consideram problema urmatoare. Fiind dat f € C([a,b]) sa se gaseasca
o functie u(z) care verifica

—u" +u=f inlab],

(1)

O solutie clasica — sau solutie tare — a problemei (1) este o functie de
clasi C? pe [a,b] verificand (1) in sens uzual. Bineinteles, (1) poate fi
rezolvata explicit printr-un calcul foarte simplu, dar vom ignora acest
aspect pentru a ilustra metoda pe acest exemplu elementar.

Inmultind (1) cu ¢ € C'([a,b]) si integrand prin parti obtinem

(2) /abu/gpl_h/abmpz/abfso Vo € CM (b)), p(a) = p(b) = 0.

Observam cd (2) are sens daca u € C*'([a,b]) (in timp ce (1) presupune
ca u este de doua ori derivabild); de fapt ar fi suficient sa avem u, v’ €
L'(a,b) unde ' are un sens care incd nu este precizat. S& spunem (pentru
moment) cd o functie u de clasia C! care verifica (2) este o solutie slabd
alui (1).

Programul urmator descrie liniile mari ale tratarii variationale din
teoria ecuatiilor cu derivate partiale:

173
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Pasul A. - Se precizeaza notiunea de solutie slaba; aceasta face sa
intervina spatiile Sobolev care sunt instrumentul de baza.

Pasul B. - Stabilim existenta si unicitatea solutiei slabe prin
metoda variationala, via teorema lui Lax-Milgram.

Pasul C. — Ardtam c& solutia slabd este de clasd C? (de exemplu):
acesta este un rezultat de regularitate.

Pasul D. — Reintoarcerea la solutiile clasice. Se arata ca o solutie
slaba de clasid C? este o solutie clasica.

Pasul D este foarte simplu. Intr-adevar, sa presupunem ca u €
C*([a,b]), u(a) = u(b) = 0 i ci u satisface (2). Integrand (2) prin
parti obtinem

b
[ u=pe=0 Vol (ah), plo) = ¢b) =0
si deci
b
[~ +u=e=0 vpeClab).
Dar C!((a, b)) este dens in L*(a, b) (vezi corolarul IV.23) si deci —u"+u =
f a.p.t. in (a,b) (deci peste tot in [a, b] deoarece u € C?([a,d]).)

VIIL.2 Spatiul Sobolev W!?(7)

Fie I = (a,b) un interval marginit sau nemarginit si fie p € R cu
1 <p< oo

Definitie. — Spatiul Sobolev W'?(I) (') se defineste prin

WP(I) ={ue LP(I); 3ge LP(I)

astfel incat /ugo’ = —/gcp Vo € CH(I)}.
I I

Punem

HY(I) = W2(D)]

'Daca nu exista pericol de confuzie vom scrie WP in loc de WHP(I).
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Pentru u € WP(I) vom nota v’ = g. (%)

REMARCA 1. — In definitia lui WP spunem ca ¢ este o functie test.
Putem utiliza C2°(I) sau C}(I) ca multimi de functii test deoarece daci
p € CH(I), atunci p,*p € C°(I) pentru n suficient de mare si p,*p — @
in C*t (vezi §IV.4; desigur, se poate defini produsul de convolutie p,, * ¢
se Incepe prin a prelungi ¢ cu 0 in afara lui 7).

REMARCA 2. - Este evident ca dacd w € C*(I) N LP(I) i daca
u' € LP(I) (aici v’ este derivata uzuala a lui u) atunci v € WHP(I). In
plus, derivata uzuald a lui u coincide cu derivata lui v in sens WP, In
particular, daci I este marginit, atunci C'(I) ¢ WHP(I) pentru orice
1 <p< oo

Exemple. — Fie [ = (—1, +1). Verificam cu titlu de exercitiu ca:
(i) Functia u(x) = |z| apartine lui WP(I) pentru orice 1 < p < oo si
u' = ¢g unde
+1 daca 0 <z <1

g(z) =
-1 daca — 1<z <0.

Mai general, o functie continua pe I care este de clasa C' pe portiuni pe
I apartine lui W?(I) pentru orice 1 < p < oo.

(ii) Functia g de mai sus nu apartine lui W'?(I) pentru orice 1 <
p < 0.

* REMARCA 3. — Pentru a defini W' putem folosi si limbajul teoriei
distributiilor (vezi L. Schwartz [1]). Orice functie u € LP(I) admite o
derivata in sensul distributiilor, care este un element al uriagului spatiu
D'(I). Spunem ca u € WP dacd aceasta derivata-distributie coincide,
in spatiul D'(I), cu o functie din L?.

Daca I = R gi p = 2, se pot defini spatiile Sobolev folosind si trans-
formata Fourier; vezi de exemplu Lions-Magenes [1], Malliavin [1]. Nu
vom utiliza insa acest punct de vedere in cele ce urmeaza.

Notatii. — Spatiul WP este inzestrat cu norma

[ellwre = lJullze + o] e

?Remarcim c& aceasta are sens: ¢ este unici conform lemei IV.2.
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(sau uneori, daca 1 < p < oo, cu norma echivalenta, (||ul|7, + ||u'||5,)'/?).
Spatiul H! este inzestrat cu produsul scalar

b
_ o _ 1IN,
) H! — ) ) - )
(u,v) g1 = (u,v) g2 + (u',0") 2 /(uv—i—uv)

a

norma asociata
ullgn = (JJull7z + [lu]172)"?

este echivalentd cu norma din W12,

Propozitia VIII.1. — Spatiul W!? este un spatiu Banach pen-
tru 1 < p < co. Spatiul WP este reflexiv (3) pentru 1 < p < oo si
separabil pentru 1 < p < oco. Spatiul H'! este un spatiu Hilbert
separabil.

DEMONSTRATIE. —
a) Fie (u,) un sir Cauchy in W'?; atunci (u,) si (u,
Cauchy In LP. Rezulta ca u, — u in L” §i u], — g in LP. Avem

/Iunsf/: —/Iu;so Vo € Ci(I)

si, prin trecere la limita,

/Iw’: —/Igso Vi € C.(I).

) sunt siruri

Deci u € W' v = g si |lu, — ullprr — O.

b) WP este reflexiv pentru 1 < p < oo.

Intr-adevar, spatiul produs F = LP(I) x LP(I) este reflexiv. Oper-
atorul T : W'? — F definit prin Tu = [u,u] este o izometrie de la
WP in E; deci T(W?'P) este un subspatiu inchis al lui E. Rezulta ci
T(WhP) este reflexiv (vezi propozitia I11.17). In consecintd, WP este,
de asemenea, reflexiv.

c) WP este separabil pentru 1 < p < oo.

Intr-adevar, spatiul produs £ = LP(I) x LP(I) este separabil. Deci
T(W™hP) este, de asemenea, separabil (vezi propozitia I11.22). In conse-
cintd, WP este separabil.

3 Aceasts proprietate este un avantaj considerabil al spatiilor WP, In problemele
de calcul variational se utilizeaza de preferintd W1? in locul lui C*, care nu este
reflexiv (vezi corolarul II1.20).
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REMARCA 4. — Retinem din demonstratia precedenta aspectul ur-
mator: fie (u,) un sir in W? astfel incat u,, — w in L si (u/,) converge
catre o anumita limita in LP, atunci uw € WP si |Ju,, — u||pr» — 0. De
fapt, daca 1 < p < oo este suficient sa stim ca w, — u in L? si ||u, |1
este marginit pentru a deduce ca u € W? (vezi [EX]).

Functiile din W17 sunt “in mare” primitive ale functiilor din LP. Mai
precis, avem

Teorema VIII.2. — Fie u € W'?(I); atunci existd o functie
@ € C(I) astfel incat

u=u a.p.t. in [

si
a(z) — aly) :/y d()dt Vryel.

REMARCA 5. — Precizam forta teoremei VIII.2. Observam mai intai
ca daca o functie v € WP, atunci orice functie v astfel incat v = u
a.p.t. in I apartine de asemenea lui WP, Teorema VIIL.2 afirma ca
orice functie u € WP admite un unic reprezentant continuu, adica
exista o functie continua care apartine clasei de echivalenta a lui v pentru
relatia u ~ v dacd v = u a.p.t. Cand va fi necesar (*) vom inlocui in
mod sistematic u prin reprezentantul sau continuu; pentru a nu ingreuna
notatiile vom nota tot cu u reprezentantul sau continuu. Remarcam, de
asemenea, ca proprietatea “u admite un reprezentant continuu” nu este
aceeagi cu “u este continua a.p.t.”.

REMARCA 6. — Este evident ca dacd u € WP si o/ € C(I) atunci
u € CY(I); mai precis, & € C'(I), dar, aga cum s-a mentionat mai sus,
nu vom face distinctie intre w si .

In demonstratia teoremei VIII.2 vom utiliza

Lema VIIL.1. — Fie f € L] (I) astfel incat

loc

(3) [ 1e =0 ¥eectu).

4De exemplu, pentru a da un sens lui u(x), V x € I.
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Atunci exista o constanta C astfel incat f = C a.p.t. in .

DEMONSTRATIE. — Fixam o functie ¢ € C.(I) astfel incat /w = 1.
I
Pentru orice w € C.(I) existd ¢ € C1(I) astfel incat

e (fu)e

Intr-adevar, functia h = w — ( / w> 1 este continua, are suportul com-
I

pact inclus in [ si / h = 0. Deci h admite o primitiva (unica) cu suport

I
compact. Din (3) deducem ca

[ o= (fw)e]=0 vwecun
/I[f—(/lfwﬂw:o Yw € Co(I)

si deci (lema IV.2), f — (/ fq/z) =0a.p.t. in I, adica f = C a.p.t. in I,
I

cu C :/fw.
I
Lema VIII.2. — Fie g € L] (I); pentru y, fixat in I, fie

adica

T

v(z) :/y g(t)dt, z € 1.

0

Atunci v e C(!) si

/Iw’z—/fgw Vi € Ce(I).

DEMONSTRATIE. — Avem

Jrvg' = Iy [ g(t)dt] ¢ () da
= — [ da [ g(t)¢' (x) dt + fy, dx [5 9()¢' () dt.
Aplicand teorema lui Fubini, deducem ca
Yo t b b
/w’ = —/ g(t)dt/ o' () dm—i—/ g(t) dt/ o' () dx
I a a Yo t
= — [ g0ty a.
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DEMONSTRATIA TEOREMEI VIII.2. — Fixam yy € [ si punem u(z) =
/ u'(t) dt. Conform lemei VIIL.2 avem
Yo

/Iﬁgp': —/Iu’gp Vo € CHI).

Deci /(u—ﬁ)gp’ =0 Vo€ CHI). Rezulta din lema VIIL1 ci u—u = C
I
a.p.t. in I. Functia @(z) = u(x) + C are proprietatile cerute.
REMARCA 7. — Lema VIII.2 arata ca primitiva v a unei functii g € L?

apartine lui W' daca stim ca v € LP — ceea ce se intampla intotdeauna
daca I este marginit.

Propozitia VIII.3. — Fie u € L’(I) cu 1 < p < oco. Urmatoarele

proprietati sunt echivalente:
(1) uw e Whr(I).
(i7) Exista o constantd C astfel incat

J
1

(17i) Exista o constanta C' astfel incat pentru orice multime
deschisa w CC [ si pentru orice h € R cu |h| < dist (w, [¢) avem

<Cligllra Vo€ ().

||Thu — U”Lp(w) S C|h|

In plus, putem lua C' = ||| 1»(p) In (it) si (247).
DEMONSTRATIE. —
(i) = (i1) Evident.
(77) = (7). Functionala liniara

€ CHI) '—>/U90/
I

este definitd pe un subspatiu dens al lui L* si este continud in norma
L¥'. Deci ea se prelungeste la o functional liniara si continua F pe L¥
(se aplica teorema lui Hahn-Banach). Conform teoremei de reprezentare
a lui Riesz (teoremele IV.11 gi IV.14) exista g € L? astfel incat

(F, o) Z/Igso Vo e LV,
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In particular
/wp’z/gso Vo € Ce
I I
si deci u € WHP(I).
(1) = (4i1). Conform teoremei VIIL.2, pentru orice z € w avem

u(x +h) —u(z) = /:Jrh u'(t) dt = h/ol u'(x + sh)ds.

Deci .
u(z + h) — u(z)] < || / W/ + sh)| ds.
0

Concluzia este evidenta daca p = oo. Sa presupunem deci ca 1 < p < 0.
Aplicand inegalitatea lui Holder avem

1
u(z + h) — u(z)]? < |h|p/ I/ (2 + sh)[? ds.
0
Prin urmare

1
/|ux—|—h)—u( )|P dx <|h|p/dx/ |u'(x + sh)|P ds
w 0

/Olds/w| (x + sh)|P du.
Pentru orice 0 < s < 1 avem
[t shypde= [ )Py < [ ) dy
De aici rezulta (iii).

(iit) = (i1). Fie ¢ € C}(I); alegem w CC [ astfel incat Supp ¢ C w.
Pentru h real ales astfel incat |h| < dist (w, [¢) avem

[t +b) —u@)p@) de = [ u@)lp(e = h) = o)) do.
Utilizand inegalitatea lui Holder si (i77) obtinem

< Clafllell -

[+ 1) = u(@)p() do

Trecand la limita cu h — 0 deducem de aici ca

J

1<Clellw  Veecd:.
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* REMARCA 8. — Daca p = 1, implicatiile urmatoare raman adevarate:

Sa presupunem in continuare ca I este marginit. Functiile satisfacand
(i), adica functiile din WH!(I) sunt functiile absolut continue. Ele
sunt, de asemenea, caracterizate de urmatoarea proprietate:

(AC)

Ve > 0, 96 > 0 a.i. pentru orice sir finit de intervale disjuncte
(ar,bi) C T ad Y |by —ax| <6, avem D _|f(br) — f(ax)] <e.

In acelasi timp, functiile ce verifica (i) [sau (¢i7)] cu p = 1 sunt functiile
cu variatie marginita; aceste functii pot fi caracterizate in diverse
feluri:

— sunt diferente de doua functii crescatoare marginite (eventual dis-
continue) pe I,

— sunt functiile u ce verifica proprietatea:
(VB)

exista o constanta C' astfel Incat

k-1
> Ju(tivr) — u(t;)| < C pentru orice ir tg <t < ... <t din 1,
=0

— sunt functiile u € L'(I) a caror derivata in sensul distributiilor este
0 masura marginita.

In legatura cu acest subiect se pot consulta lucrarile
Hewitt-Stromberg [1], Kolmogorov-Fomin [1] sau Chae [1].

Corolarul VIII.4. — O functie u din L>(I) apartine lui W>(1)
daca si numai daca exista o constanta C' astfel incat

ju(z) —u(y)| < Clz —y| a.p.t. z,y € 1.

DEMONSTRATIE. — Se aplica propozitia VIIL.3 [(i) < (iii)] cu p = oo.

Anumite operatii fundamentale din Analiza au un sens numai pen-
tru functii definite pe intreaga axa reala R (de exemplu convolutia,
transformata Fourier, etc.). Este deci util sa putem prelungi o functie
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u € WP(I) la o functie u € W'?(R) (°). Rezultatul urmator raspunde
la aceasta problema.

Teorema VIIL.5. (Operatorul de prelungire). — Fie 1 < p <
co. Existd un operator de prelungire P : W?(I) — W'?(R) liniar
si continuu astfel incat

(1) Puyr=u Yue W(I),

(i) [|1Pullory < Cllullzery  Yu € WH(I),

(i) [|Pullwrrwy < Cllullwrny  Yu € WHE(I),

(unde C depinde doar de |I| < ). (°)

DEMONSTRATIE. — Incepem cu cazul I = (0,00) si aratam ca pre-

lungirea prin reflexie

u(x dacaxz >0
Pu)a) = () =1 =

u(—z) dacdx <0

raspunde cerintelor.
Observam mai intai ca

u*| ey < 2|\l Lr(n)-
Fie
u'(z) daca z >0
—u'(—x) daca z < 0.

Verificam cu usurinta ca v € LP(R) i
w*(z) — u*(0) :/ v(t)dt VaeR.
0

Rezulta ca u* € WHP(R) (vezi remarca 7) si [[u*|lwrem) < 2|[ullwrem-

Consideram acum cazul unui interval marginit [; fara a micsora
generalitatea putem presupune ca I = (0,1). Fixam o functie n €
CY(R), 0 <7 <1, astfel incat

®Daca prelungim u cu 0 in afara lui I functia astfel obtinuta nu apartine in general
lui WHP(R) (vezi §VIIL3)

6Putem lua C' =4 in (i) si C = 4(1 + ﬁ) in (ii4).
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Fiind data o functie f definita pe (0,1), fie

Fla) = f(z) dacal0<z<1

0 daca x > 1.

Vom avea nevoie de urmatorul rezultat.

Lema VIIL.3. — Fie u € W"?(I). Atunci
ni € WHP(0,00) si (na) = n'a + ni'.

DEMONSTRATIE. — Fie ¢ € C}(0, 00); atunci

00 1 1
/ iy’ = / nup’ = / ul(ne) —n'e] =
0 0o 0
= —/ u'ngp—/ un'¢  deoarece np € C1(0,1)
0 0
= —/0 (@' + an')ep.

SFARSITUL DEMONSTRATIEI TEOREMEI VIII.5. — Fiind dat u €
WhP(T), scriem
u=nu+(1-nu.
Functia nu se prelungeste mai intai la (0, 00) prin @ (conform lemei
VIIIL.3) si apoi la R prin reflexie. In acest fel obtinem o functie v; €
W1P(R) care prelungeste nu si astfel incat

[orllzery < 2l|ullzemy,  lvillwirm) < Clluflwise)

(unde C' depinde de ||7||z)-

Procedam analog cu functia (1 — n)u, adica prelungim mai intai
(1 —=n)ula (—oo,1) prin 0 pe (—o0,0] si apoi o prelungim la R printr-
o reflexie (in raport cu punctul 1). In acest mod obtinem o functie
vy € WIP(R) care prelungeste (1 — n)u si care satisface

[vallrry < 2M[ullery,  Nvallwiem) < Clluflwie.
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Atunci Pu = v; + vy satisface conditiile din teorema.

Anumite proprietati ale functiilor de clasa C*! raman adevirate pentru
functiile din WP (vezi de exemplu corolarele VIIL.9 gi VIII.10). Este
foarte comod sa stabilim aceste proprietati “prin densitate” cu ajutorul
rezultatului urmator.

e Teorema VIII.6 (Densitate). — Fie u € WP(I) cu 1 < p < cc.
Atunci exista un sir (u,) in C°(R) astfel incat w,; — uin W'?(I).

DEMONSTRATIE. — Putem presupune intotdeauna ca I = R; in caz
contrar, prelungim u la o functie din W'?(R) folosind teorema VIIL5.
Folosim apoi o tehnica importanta de convolutie (care ofera functii C*)
si de troncatura (care ofera functii cu suport compact).

a) Convolutia
Vom folosi

Lema VIII.4. — Fie p € L'(R) si v € W"(R) cu 1 < p < co.
Atunci pxv € W'P(R) si (pxv) = px*v.

DEMONSTRATIE. — Presupunem mai intai ca p are suportul compact.
Stim cd pxv € LP(R). Fie p € C}(R). Conform propozitiilor IV.16 si
IV.20 avem

[ ox0)d = [ w(oxg) = [ v(pee) == [ v(pre) == [ (pe)e.
R R R R R
De aici rezulta ca

pxveWH(R) si (pxv) =p*v.

Daca p nu are suportul compact introducem un gir (p,,) din C.(R) astfel
incat p, — p in L'(R). Din cele de mai sus rezulta ci

Pn* V&€ WLP(R) si (pn xv) = pp* 0.

Dar p, *v — pxv in LP(R) gi p, xv" — p*x v in LP(R) (vez teorema
IV.22). Folosim remarca 4 si obtinem

pxv €W (R) si(p*v) =px*v.

b) Troncatura
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Fixam o functie ( € C°(R) astfel incat 0 < ¢ <1 i
1 daca|z| <1

((x) =

0 daca |z| > 2.
Definim sirul

(4) Cn(x) =¢(z/n) forn=1,2,---
Rezulta cu usurinta, folosind teorema convergentei dominate, ca daca o
functie f € LP(R) cu 1 < p < oo atunci (,f — f in LP(R).

c) Concluzia
Alegem un sir regularizant (p,). Aratam ca sirul w, = (,(p, * u)
converge la u in WP(R). Mai intai avem ||u,, — u||z» — 0. Intr-adevar,

scriem
Up, — U = Gu[(pn * u) — u] + [(ru — ul
si deci

[un — ulle < o * u = ullze + [[Gate = ul[r — 0.
Apoi, conform lemei VIII.4, avem
Uy, = G (pn * 1) + Calpn x ).

Prin urmare

v, = Wl < NG (on * w)lle + IGnlpn * u') — || o
C
< llullze + llon * 0" = wlle + |Gt =l — 0,

unde C' = ||¢’|| goe-

REMARCA 9. — In general nu se poate alege in teorema VIII.6 un
sir (u,) din C2(1) (vezi §VIIL3). Altfel spus, C°(I) nu este dens in
WHP(I) (mai putin daci I = R).

e Teorema VIIL.7. — Exista o constantid C' (depinzidnd doar
de |I| < c0) astfel incat

5) Ml < Cllullwirgy  Yue WY(I), V1<p< oo
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Cu alte cuvinte, W'?(I) C L*(I) cu injectie continui, pentru
orice 1 < p < 0.
In plus, daca I este marginit atunci

(6) injectia W1P(I) c C(I) este compactd Vp: 1 < p < oo,

(7) injectia Wh!(I) C L(I) este compactd Vq: 1 < ¢ < cc.

DEMONSTRATIE. — Incepem prin a stabili (5) pentru I = R; cazul
general se deduce folosind teorema de prelungire (teorema VIIL.5). Fie
v € CHR); dacid 1 < p < oo definim G(s) = |s|P~'s. Functia w = G(v)
apartine lui C}(R) si

w' = G'(v)v' = ploP~.
Deci pentru z € R avem

Glo@) = [ ph(eP (@ d
si, folosind inegalitatea lui Holder, obtinem
(@) < pllollze" 10']| -
De aici deducem, folosind inegalitatea lui Young (vezi §IV.2), ca
(8) 0]l < Cllvllwrs Yo € Co(R)

unde C este o constanti universald (independentd de p). (7)

Rationam acum prin densitate. Fie u € W1?(R); exista un gir (u,) C
CH(R) astfel incat u, — u in WP(R) (teorema VIILG). Aplicand (8)
deducem ca (u,,) este un gir Cauchy in L>*(R). Deci u,, — u in L>(R)
si obtinem (5).

Demonstratia lui (6). — Fie F bila unitate in WP(I) cu 1 < p <
oo. Pentru u € F avem

ju(e) — )] = | [T O dt] < W llislo =y < o=y Vg el
Y

TObservam ci pt/P < el/e, ¥p > 1.
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Rezulti atunci din teorema lui Ascoli ci F este relativ compacta in C(I).

Demonstratia lui (7). — Fie F bila unitate in Wh!(I). Aratdm
ca F este relativ compacta in L9(/) (pentru orice 1 < ¢ < 00) aplicand
corolarul 1V.26. Verificam conditia (IV.23). Fie w CC I, u € F si
|h| < dist (w, I¢). Conform propozitiei VIIL.3 (iii) avem

ITn = ullrwy < [All[W |y < |-
Deci
[ ua+h) = u@)l*de < @llullie)™ [ fulz +b) = u(@)] dz < Clh.
Prin urmare
(/w lu(z + 1) — u(m)|qu> Y Clp < dack |h] <6
Sa verificam acum (IV.24). Pentru u € F avem
lullzane) < llullzen T\ @M < O\ W] <&
daca |I \ w| este suficient de mic; alegem w astfel incat acest lucru sa fie

verificat.

REMARCA 10. — Injectia W (I) € C(I) este continud dar nicio-
data nu este compacta, chiar daca I este un interval marginit; incercati
sa va convingeti sau vezi [EX]. Totusi, daca (u,) este un gir marginit
in WH(I) (cu I marginit sau nemarginit) existda un subsir (u,,) ast-
fel incat u,, () converge pentru orice z € I (aceasta este teorema lui
Helly; vezi [EX]). Daca I este nemarginit si 1 < p < oo, atunci injectia
WhP(I) C L>(I) este continud, dar nu este niciodatd compacta; incercati
s& va convingeti sau vezi [EX]. Totusi, daca (u,) este marginit in Wh?(T)
cu 1l < p < oo, existd un subsir (u,, ) si u € W'P(I) astfel incat u,, — u
in L>(J) pentru orice J marginit, J C I (vezi [EX]).

REMARCA 11. — Fie I un interval marginit gi 1 < g < co. Folosind
(5) se arata cu ugurinta ca norma

lulll = llu'llze + [lull o
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este echivalenta cu norma lui W'?(I) (vezi [EX]).

REMARCA 12. — Fie I un interval nemarginit. Dacid v € WHP(I),
atunci v € L?(I) pentru orice g € [p, oo deoarece

J 1l <l g2l

Dar in general u ¢ L(I) pentru q € [1,p) (vezi [EX]).

Corolarul VIII.8. — Presupunem ca [ este un interval ne-
marginit gi v € W'?(I) cu 1 < p < co. Atunci avem
9) lim u(x)=0.

zel
|z|—o00

DEMONSTRATIE. — Conform teoremei VIIL.6 exista un sir (u,) in
CHR) astfel incat u,; — uw in W'?(I). Deducem din (5) ca |lu, —
ul|poo(ry — 0, de unde (9). Intr-adevar, fiind dat € > 0 alegem n suficient
de mare astfel incat |lu, — ul|p~) < €. Pentru |z| suficient de mare,
un(z) = 0 (deoarece u, € C}(R)) si deci |u(z)| < e.

e Corolarul VIIL.9 (Derivarea unui produs). — Fie u,v €
WP(I) cu 1 < p < oo. Atunci uv € WHP(I) (®) si

(10) (wv)" = u'v 4+ uv'.

In plus, are loc formula de integrare prin parti

T

(11) /ygC u'v = u(x)v(r) — uly)v(y) — / w' Va,y el

Y

DEMONSTRATIE. — Observam mai intai ca u € L* (teorema VIIIL.7)
si deci uv € LP. Incepem cu cazul 1 < p < co. Fie (u,) si (v,) In CH(R)
astfel Incat w,;; — w i vy — v In WHP(I). Atunci w,; — w i Uy — v
in L>°(I) (teorema VIIL.7). Rezulta ca up vy — uv in L(I) si deci in
LP(I). Avem

(unvn) = ul,v, + uyv), — v'v+uv’  in LP(T).

8Observam ca acest rezultat contrasteazi cu proprietatile functiilor din LP: in
general daci u,v € LP, produsul uv nu apartine lui LP. Spunem cia WP (I) este o
algebra Banach.
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Rezulta ca wv € WH(I) si (wv) = v'v + wv’. Integrand (10) obtinem

(11).
Presupunem acum ci u,v € WH(I). Deci uv € L>(I) si u'v+uv' €
L>(I). Ramane de verificat ca

/uw’ = —/(u’v+uv’)g0 Vi € CH(I).
I I

Pentru aceasta, fixam un interval deschis si marginit J C [ astfel incat
Supp ¢ C J. Deci u,v € WHP(J) pentru orice 1 < p < oo si, din cele de
mai sus, stim ca

/uvgp’ = —/(u’v+uv')<p,
J J

adica

/uvgp’ = — /(u'v + uv' ).
I I

Corolarul VIII.10 (Derivarea unei compuneri de functii). —
Fie G € C'(R) astfel incat G(0) =0 (°). Fie u € W'P(I). Atunci

Goue W' (I) si(Gou) = (G ou)u'

DEMONSTRATIE. — Fie M = |ju||z~. Deoarece G(0) = 0 exista
o constanta C' astfel incat |G(s)| < C|s| pentru orice s € [-M, +M].
Rezulta ca G ou € LP(I) intrucat |G o u| < Clu|. In mod similar,
(G"ou)u’ € LP(I). Ramane de verificat ca

(12) J(Gouy == [(Gowny ¥oe kD).

Presupunem mai intai ca 1 < p < co. Atunci exista un sir (u,,) in C2°(R)
astfel incat wu,; — uin WHP(I) ¢i in L>(I). Deci G o u,; — G owu in
L>(1) si (G' oup)ul, — (G' ou)u’ in LP(I). Dar

TL‘I

[(Gouw)e == [(& ouue Ve e Cl).
I I

De aici deducem (12). Pentru cazul p = oo procedam ca in demonstratia
corolarului VIIL.9.

9 Aceastd restrictie este inutild dacd I este mirginit [sau dacd I este nemirginit si
p = o). Ea este esentiala daca I este nemarginit gi 1 < p < oo.
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Spatiile Sobolev W™?(I).
Definitie. — Fiind date un intreg m > 2 i un numar real 1 < p < oo
definim prin inductie spatiile
WmP(I) = {u € Wm_l’p(l); = Wm_l’p(l)}.
Fie
H™(I) = Wm’Q(I).

Este ugor de verificat ca u € W™P(I) daca si numai daca exista m functii
g1, 92, - -+, m S Lp(]) aStfel inCé,t

/Iungoz(—l)j/Igng Voe OX(I), Yi=12...,m

unde D’¢p reprezinti a j-a derivatd a lui ¢. Daca u € W™P(I) putem
considera deci derivatele succesive ale lui u : v’ = ¢1, (v/) = go,...,
pana la ordinul m. Acestea sunt notate cu Du, D?u, ..., D™u. Spatiul
Wm™P(I) este Inzestrat cu norma

lullwne = llullze + > 1D ul[1e
a=1
iar spatiul H™(I) este inzestrat cu produsul scalar
(u, v)gm = (w,v) 2 + > _ (D, D)2 = /uv + 3 /Dau D*v.
a=1 I a=1 I

Se poate arata ca norma || ||ywm» este echivalenta cu norma
Iflll = Nl + 1 D™ ul] o

Mai precis, se stabilegte ca daca 1 < j < m — 1, atunci Ve > 0 3C
(depinzand de € si de |I]| < o0) astfel incat

| Dl e < el|D™ul|zr + Cllul|e  Yu € W™P(I)

(vezi [EX] ).

Cititorul poate extinde la spatiile W™P toate proprietatile demon-
strate pentru W1?; de exemplu, daci I este marginit, W™?(I) c C™ (1)
cu injectie continua, (resp. injectie compacta pentru 1 < p < 00).
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VIIL.3 Spatiul W,"(I)

Definitie. — Fiind dat 1 < p < oo, notam cu Wy (I) inchiderea lui
CH(I) in W'(I). Notam HL(I) = Wy*(I) (*°).

Spatiul W,”(I) este inzestrat cu norma induss de W'?(I); spatiul
H} este inzestrat cu produsul scalar din H*.

Spatiul I/VO1 " este un spatiu Banach separabil; el este reflexiv pentru
1 < p < oco. Spatiul H] este un spatiu Hilbert separabil.

REMARCA 13. — Dacd I = R stim ca C}(R) este dens in W'P(R)
(vezi teorema VIIL6) si deci WyP(R) = W'?(R).

REMARCA 14. - Folosind un sir regularizant (p,) se verifica cu
usurinta ca

(i) C°(I) este dens in Wy (I).

(#1) dacd u € W'P(I) N C,(I) atunci u € Wy P(I).

Rezultatul urmator ofera o caracterizare esentiala a functiilor din

Wy (I) -

e Teorema VIIL.11. — Fie u € W'?(I). Atunci u € Wy"(I)
daca si numai daca u =0 pe 0I.

REMARCA 15. — Teorema VIII.11 explica rolul important jucat
de spatiul Wy*(I). Intr-adevir, ecuatiile diferentiale (sau cu derivate
partiale) sunt adesea cuplate cu conditii la limita, adica valoarea lui u
este prescrisa pe 0I.

DEMONSTRATIE. — Dacd u € W, P(I), existd un sir (u,) in C1(I) ast-
fel incat u,, — u in W'P(I). Deci u,, — u uniform pe [ si, in consecinta,
u =0 pe Jl.

Reciproc, fie u € WHP(I) astfel incat u = 0 pe dI. Fixdm o functie
G € C'(R) astfel incat

0 daca|t| <1
G(t) =
t daca |t| > 2

10Cand nu exista pericol de confuzie vom scrie Wol’p si H} in loc de Wol’p(I) si
HY(I).
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si

IG(t)| < |t| VteR.
Fie u, = (1/n)G(nu), deci u,, € WP(I) (corolarul VIIL.10). Pe de alta
parte,
1
Suppun © {x € I3 Ju(@)| 2 - |

si deci Supp u,, este un compact inclus in I (se utilizeaza faptul ca u = 0
pe dI si u(x) — 0 daci |z| — oo, z € I). Prin urmare, u,, € Wy (I) (vezi
remarca 14). In sfargit, se verifica cu teorema convergentei dominate ca
Uy, — w in WP(I). Deci u € W,y P(I).

REMARCA 16. — Indicam alte doua caracterizari ale functiilor din
Wy (vezi [EX]):

(1) Fie 1 <p < oo gi u € LP(I). Definim

u(zr) dacaz el
0 daca z € R\ I
Atunci u € W, P(I) daci si numai daci @ € W'P(R).

(7i) Fie 1 < p < oo i u € LP(I). Atunci u € WyP(I) daci si numai
daca exista o constanta C astfel incat

J
1

e Propozitia VIII.12 (Inegalitatea lui Poincaré). — Presupu-

<COllellpry Vo€ C:(R).

nem ca / este marginit. Atunci exista o constanta C' (depinzand
de |I| < c0) astfel incat

(13) ullwroy < Cll ||oy  Yu € WoP(I).

. 1 . < .
Cu alte cuvinte, pe ;" cantitatea ||u'||.»(;) este 0 norma echiva-
lentd cu norma din W17,

DEMONSTRATIE. — Pentru u € W,?(I) avem

u(a)| = fu(a) — u(a)| = | "o/ de| < e
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Deci [[ul|zeo(ry < ||o'|| rery si (13) rezulta folosind inegalitatea lui Holder.

REMARCA 17. — Daca I este marginit, expresia (u',v")r2 = /u’v’
definegte un produs scalar pe Hj iar norma asociata — adica ||u'||z2 — este
echivalentd cu norma din H'.

REMARCA 18. — Fiind dati un intreg m > 2 gi un numar real 1 < p <
o0, spatiul Wy (I) se defineste ca fiind inchiderea lui C?*(I) in WP(I).
Se arata ca

Wo (1) ={u e W™P(I);u=Du=...=D""'u=0 pedl}.
Este esential de a face distinctia intre
WiP(I) = {u € W*P(I); u = Du =0 pe I}

si
W22 (1) N WyP(I) = {u € W>P(I); u =0 pe OI}.
* Dualul lui W,
Notatie. — Spatiul dual al lui W,?(I) (1 < p < oo) se noteazi cu
W= (I) iar spatiul dual al lui H}(I) se noteaza cu H—*(I).

Folosind remarca 1 din capitolul V, putem identifica L? si dualul
siu, dar nu putem identifica H; si dualul sdu. Avem incluziunile
HyCc L>C H',

cu injectii continue si dense.
Daca I este marginit, avem

Wy® ¢ L* ¢ W™ pentru orice 1 < p < oo,

cu injectii continue si dense.
Daca I este nemarginit, avem doar

Wo? c L ¢ W™ pentru orice 1 < p < 2

cu injectii continue si dense (vezi remarca 12).
Elementele din W' pot fi reprezentate cu ajutorul functiilor din
L?: mai precis, avem
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Propozitia VIII.13. — Fie F' € W=7 (I). Atunci exista f, f €
L (I) astfel incat

<F,v>:/lfo'u+/lflv’ Vo € WyP(I)

si
[ E 100 = Max{|| foll o, | f1]l o }-

Daca I este marginit putem lua f, = 0.

DEMONSTRATIE. — Consideram spatiul produs £ = LP(I) x LP(I)
inzestrat cu norma

1Pl = [ollze + [[Palle unde b = [ho, ha].

Aplicatia T : u € Wy P(I) = [u, v/] € E este o izometrie de la W, " (1)
in E. Fie G = T(W,y™”(I)) inzestrat cu norma indusd de F gi S = T :
G — W,yP(I). Aplicatia h € G +— (F,Sh) este o functionald liniari si
continua pe G. Conform teoremei lui Hahn-Banach, putem prelungi G la
o functionala liniara si continua ® definita pe E cu || @] g = || F||jy-1.0-
Folosind teorema de reprezentare a lui Riesz, exista fy, fi € LP'(I) astfel
incat

(®,h) = /If0h0+/lf1h1 Vh = [ho, h1] € E.

Este ugor de verificat ca || @]z = Max{|| foll o', | f1ll 1o }-

Daca I este marginit, spatiul Wol P(I) poate fi inzestrat cu norma
|t/ ||» (vezi propozitia VIII.12). Repetam rationamentul precedent cu
E=IPI)siT :uecWy’—u €LP

REMARCA 19. — Functiile fy si fi; nu sunt unice.

REMARCA 20. — De obicei elementul F' € W=7 (I) se identifici
cu distributia fy — f] (prin definitie, distributia fy — f] este functionala
liniara v — /fov + / fiv' pe C(1)).

I I

REMARCA 21. — Concluzia propozitiei VIII.13 ramane valabila pen-
tru functionale liniare si continue pe WP,
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VIII.4 Cateva exemple de probleme la limita

Consideram problema
(14)

unde f este o functie datd (de exemplu in C'(I) sau, mai general, in
L*(I)). Conditia la limita «(0) = u(1) = 0 se numeste conditie
Dirichlet (omogena).

Definitie. — O solutie clasica a problemei (14) este o functie u €
C%(I) care verifica (14) (in sens uzual). O solutie slaba a lui (14) este

o functie u € H}(I) care satisface

(15) /Iu’v’—i—/[uv:/lfv Yo € HA(I).

Sa “punem in migcare” programul descris in §VIII.1.

Pasul A. — Orice solutie clasica este o solutie slaba. Acest
lucru este evident conform formulei de integrare prin parti din corolarul

VIIL.9.
Pasul B. — Existenta si unicitatea solutiei slabe:

e Propozitia VIII.14. — Pentru orice f € L*(]), exista si este
unic u € H}(I) solutie a lui (15). In plus u se obtine prin

e {3 ]

acesta este principiul lui Dirichlet.

DEMONSTRATIE. — Aplicam teorema lui Lax-Milgram (sau teorema
de reprezentare Riesz-Fréchet) in spatiul Hilbert H = H}(I) cu forma
biliniara

a(u,v) = /Iu’v’+/1uv = (u,v)m

si cu functionala liniara ¢ : v — / fo.
I
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REMARCA 22. — Fiind dat F € H~! stim din teorema lui Riesz-
Fréchet ca existd u € H(I) astfel incat

(w, ) = (FLv)g1 g1 Vv € H;.

Operatorul F' +— u este izomorfismul Riesz-Fréchet de la H~' in Hy.
Putem considera ca u este solutia generalizata a ecuatiei —u” +u = F.

Pasii C si D. — Regularitatea solutiei slabe si reintoarcerea
la solutia clasica

Observam mai intai ca dacd f € L? i u € H} este o solutie slabi a
lui (14), atunci w € H?. Intr-adevir, avem

/u’v' - /(f—u)v Vo € CH(I)

si deci v/ € H' (din definitia lui H' si deoarece f —u € L?). Daci, in
plus, f € C(I), atunci solutia slab# u apartine lui C?(I). Intr-adevir,
(u') € C(I) si deci ' € C*(I) (vezi remarca 6). Trecerea de la o solutie
slaba, u € C2(I) la o solutie clasica se face ca in §VIIL1.

REMARCA 23. — Daca f € H*(I), cu k intreg > 1, se verifica cu
usuringa (prin inductie) ca solutia u a lui (15) apartine lui H**2(I).

Metoda descrisa mai sus este extrem de flexibila si se adapteaza
la o multitudine de probleme. Indicam cateva exemple intalnite mai
frecvent. In fiecare problema este esential sa se precizeze spatiul
functional in care se lucreaza.

Exemplul 1. (Conditie Dirichlet neomogena). — Fie problema

—u"+u=f mlI=(0,1),
u(0) = a,u(1) = 3,

(16)

cu «, 3 € R date si f o functie data.

e Propozitia VIII.15. — Fiind date o, 3 € R si f € L*(]), exista
o unica functie u € H%(I) care satisface (16). In plus, u se obtine

1
Min ep(p {2/ (v +0v?) /fv}

v(0)=a,v(1)=0

prin
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Daca, in plus, f € C(I) atunci u € C?(I).

DEMONSTRATIE. — Indicam doua abordari diferite.
Metoda 1. - Fixam o functie neteda wug astfel incat uo(0) = « si
up(1) = B (). Introducem ca necunoscuta @ = u—ug. Atunci @ satisface

—u"+a=f+uy— up
a(0) = a(1) = 0.

Am redus asadar problema la cazul precedent pentru .
Metoda 2. — In spatiul H'(I) definim multimea convexa si inchisa

K ={ve H(I); v(0) =asiv(l) =5}
Daca u este o solutie clasica a lui (16) avem
/Iu’(v—u)’—l—/lu(v—u) :/If(v—u) Vo € K.
Deci, in particular,
(17) /Iu'(v—u)’+/lu(v—u)z/lf(v—u) Yo € K.

Folosim acum teorema lui Stampacchia (teorema V.6): exista o unica
functie u € K care satisface (17); in plus, u se obtine prin

MinveK{;/I(v’Q—{—vQ) —/va}.

Pentru a “regasi” o solutie clasica alegem in (17) v =u +w cu w € H}

/u’w'+/uw:/fw Vw € Hj.
I I I

Aceasta implicd u € H?(I) etc.

si obtinem

* Exemplul 2. (Problema Sturm-Liouville). — Fie problema

—(pu') +qu=f inI=(0,1),

u(0) = u(1) =0,

(18)

1 Alegem, de exemplu, uy functie afina.
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unde p € CY(I), ¢ € C(I) si f € L*(I) sunt functii date, cu

plx) >a>0 Vrel.

Daca u este solutie clasica a lui (18) atunci

/pu'v'+/quv:/fv Vv € Hy(I).
I I I

Folosim H}(I) ca spatiu functional si

a(u,v) = /Ipu’v’—l—/lquv

ca forma biliniara, continua si simetrica. Daca ¢ > 0 pe I aceasta forma
este coerciva, conform inegalitatii lui Poincaré (propozitia VIII.12). Deci
(teorema lui Lax-Milgram), exista si este unic v € H} astfel incat

a(u,v):/IfU Vv € Hy(I).

In plus, u se obtine prin

. 1
vaeH&(I){Q/pv +qv /fv}

Este evident ci pu’ € H'; deci v/ = (1/p)(pu’) € H', adicd v € H?. In
sfargit, daca f € C(I), atunci pu’ € C1(I) si o/ € CY(I). Deci u € C*(I)
si u este solutie clasica a lui (18).

Consideram acum problema mai generala

(19) —(pu) +ru'+qu=f inlI=(0,1)

u(0) = u(1) = 0.

Ipotezele asupra lui p, ¢ si f sunt aceleasi ca mai sus si 7 € C'(I). Daca
u este o solutie clasica a lui (19) atunci

/pu/v/—i-/ru/v—i—/quv:/fv Vv € Hj.
I I I I

Folosim H;(I) ca spatiu functional si

a(u,v) = /Ipu/v/—l— /Iru’v —l—/]quv
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ca forma biliniara si continua. Aceasta forma nu este simetrica. In
anumite cazuri ea este coerciva: de exemplu, dacd ¢ > 1 si r? < «a sau
daca ¢ > 1gir € CY(I) cu |r'| <2 - aici folosim faptul ca

1
/Irv'v = —5/17“'1)2 Vv € Hy.

Putem aplica in acest caz teorema lui Lax-Milgram dar nu exista o
problema de minimizare asociata. Indicam un artificiu care permite sa
revenim la o forma biliniara simetrica. Introducem o primitiva R a lui
r/p si fie ¢ = e~f. Dupa inmultirea cu ¢ ecuatia (19) devine

—Cpu” — '’ + Cru’ + Cqu = f

sau (deoarece ('p + (r = 0):

—(Cpu')' + Cqu = ¢ f.

Definim pe H}(I) forma biliniard, continua si simetricd

a(u,v) = /ICpu/v/—i-/I(quv.

Dacd g > 0, aceastd forma este coerciva. Deci existd u € H}(I) astfel
incat

a(u,v):/lg“fv Vv € Hy.

In plus, u se obtine prin
- 1 2 2
Min,cyn {5 [ (G +Cov®) = [¢to}
Se verifica usor ca u € H2(I) iar daca f € C(I) atunci u € C?*(I) este

solutie clasica a lui (19).

Exemplul 3. (Conditie Neumann omogena). — Consideram prob-
lema

(20) —u"+u=f mlI=(0,1),
u'(0) =/(1) = 0.
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e Propozitia VIII.16. — Pentru orice f € L?(]) existd o unica
functie u € H?(I) care verificd (20) ('?). In plus u se obtine prin

. 1
Min,e (1) {2 /I<U/2 +v?) — /va} .

Daci, in plus, f € C(I) atunci u € C?*(I).

DEMONSTRATIE. — Daca u este o solutie clasica a lui (20) atunci

(21) /Iu’v'+/1uv:/lfv Vv e HY(I).

Este deci convenabil s& lucram in spatiul Hilbert H'(1) si nu in Hj(I) ca
mai sus (insistam ca «(0) si u(1) sunt a priori necunoscute). Aplicam

teorema lui Lax-Milgram cu forma biliniara a(u,v) = / u'v' + / uv si
I I

cu functionala liniara ¢ : v — / fv. In acest fel obtinem o solutie unica
I

u € HY(I) alui (21). Deducem mai intai din (21) ca u € H?(I) si apoi

ca

(22) /I(—u” Yu— ot d (Do(l) — «'(0)w(0) =0 Yo e HY(I).

In (22) incepem prin a alege v € HA(I) si obtinem —u” +u = f a.p.t.
Revenind apoi la (22) gasim

o' (Dw(1) =2/ (0)v(0) =0 Yo e HY(I).
Deoarece v(0) si v(1) sunt arbitrare, deducem ca u'(0) = u/(1) = 0.

Exemplul 4. (Conditie Neumann neomogena). — Fie problema

(23) —u"+u=f ml=(0,1),
W(0)=a, v'(1)=0

cu «a, 3 € R date si f o functie data.

120bservam cd u € H*(I) = u € CY(I) si deci conditia u/(0) = /(1) = 0 are
sens. Ea nu ar avea sens daci am sti doar ca u € H'.
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Propozitia VIII.16’. — Pentru orice f € L*(]) si orice a, 8 € R
existd o unica functie u € H*(I) care verifica (23). In plus, u se
obtine prin

Minye gy {; /I(v’2 + v?) — /va + av(0) — ﬁv(l)} :

DEMONSTRATIE. — Daca u este o solutie clasica a lui (23) atunci
(24) /u'v' —|—/uv = /fv —av(0) + Bu(1) Vv e H'(I).
I I I

Este convenabil s& folosim H'(I) ca spatiu functional si s aplicdm teo-
rema lui Lax-Milgram cu forma biliniard a(u,v) = / u'v' + / uv si
I I

functionala liniara
ERI /fv — av(0) + Bo(1).
I

Aceasta functionala liniara este continua (conform teoremei VIIL.7). Pro-
cedam apoi ca In exemplul 3 pentru a arata ca v'(0) = a, /(1) = 5.

Exemplul 5. (Conditii la limita mixte). — Consideram problema

(25) —u"+u=f mlI=(0,1),
u(0) = 0,4/(1) = 0.

Daca u este o solutie clasica a lui (25) atunci

(26) /lu'v’+/luv:/lfv Vv € H'(I) cu v(0) = 0.
Este convenabil sa lucram in spatiul Hilbert

H = {ve H'(I);v(0) = 0}.
Continuarea programului este lasata cititorului.

Exemplul 6. (A “treia” conditie la limita). — Consideram problema

(o) —u"+u=f mlI=(0,1),
u'(0) — ku(0) =0, u(1) =0,
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unde k € R este data (?). Daca u este o solutie clasica a lui (27)
atunci
/u’v’—i—/uv—i—ku /fv Vv € HY(I) cu v(1) = 0.

Este convenabil sa aplicam teorema lui Lax-Milgram in spatiul Hilbert
H={ve H(I);v(1) =0}

cu forma biliniara, continua, simetrica
a(u,v) = /u/v/ + /uv + ku(0)v(0).
I I

Aceasti forma este coerciva daca k > 0 ().
Exemplul 7. (Conditii la limita periodice). — Fie problema
—u"+u=f mlI=(0,1),

(28)
u(0) = u(1),4'(0) = u'(1).

Daca u este solutie clasica a lui (28) avem

(29) /Iu’v’—l—/luv - /va Yo e HY(I) cu v(0) = o(1).

Este convenabil agadar sa aplicam teorema lui Lax-Milgram in spatiul
Hilbert

H = {ve H(I); v(0) =v(1)}
cu forma biliniara a(u,v) = /u’v’ - /uv Daca f € L*(I) obtinem o

solutie u € H?(I) a lui (28). Daca, in plus, f € C(I) atunci aceasta
solutie este clasica.

13Mai general, putem considera conditia pe frontiera
apu’(0) + Bou(0) = 0, aju’(1) + Bu(l) = 0.
“Dacd k < 0 cu |k| suficient de mic forma a(u,v) continud si fie coerciva. Din

contra, un calcul explicit arata ca exista o valoare negativa a lui k si functii f pentru
care (27) nu are solutii (vezi [EX]).
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Exemplul 8. (Probleme la limita pe R). — Fie problema

—u"+u=f ImR
(30)

u(z) — 0 daca |z| — oo,

cu f € L*(R).

O solutie clasica a lui (30) este o functie u € C?(R) verificand (30)
in sens uzual. O solutie slaba a lui (30) este o functie u € H'(R) care
satisface

(31) /Ru/v/—l—/Ruv:/Rfv Vv € HY(R).

Aratam mai intai ca daca u este o solutie clasica a lui (30) atunci u este
o solutie slaba a lui (30). Intr-adevar, sa verificam pentru inceput ca
u € HY(R). Alegem un sir regularizant (¢,) ca in demonstratia teore-
mei VIIL.6 (formula (4)). Inmultind (30) cu ,u si integrand prin parti
obtinem

/Ru’(Cnu’~|—C7’lu)+/RCnu2 :/RCnfu.

De aici deducem ca
1
(32) / ol + u?) :/ Cofu+ f/g,;’u?.
R R 2

Dar . o
- //u2<7/ U2 cu C = M+ oo
Q/RCn — n? n<|z|<2n ||C ||L ®)
1

si 72/ u? — 0 dacd n — oo deoarece u(z) — 0 daci |z| — oo.
ne Jn<jz|<2n

1 1
Rezulti ci u € HY(R) (observim ci / Gfu <y / G+ 5 / Gf? s
R R R
se trece la limita in (32) cu n — o0). In sfarsit, daca u este o solutie
clasica a lui (30) atunci

/Ru’v’—l—/Ruv:/Rfv vv € CH(R)

si, prin densitate, Vo € H'(R); deci u este solutie slabi a lui (30).
Pentru a obtine existenta si unicitatea solutiei slabe este suficient sa
aplicdm teorema lui Lax-Milgram in spatiul Hilbert H'(R). Se verifica
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usor ci solutia slaba w apartine lui H*(R) si, in plus, dacd f € C(R)
atunci u € C*(R).

Concluzie: fiind dat f € L*(R)NC(R), exista o unica solutie clasica
a problemei (30) (care, in plus, apartine lui H*(R)).

REMARCA 24. — Problema
—u"=f mR
u(zr) — 0 daca |z|] — o0
nu poate fi abordata cu tehnica precedenta deoarece forma biliniara
a(u,v) = /Ru’v’ nu este coerciva in H'(R).

REMARCA 25. — Cu aceeasi metoda de mai sus se poate rezolva
problema

—u"+u=f nl=(0,00)
uw(0) =0 siu(z) — 0 daca |z| — oo.

cu f € L*(0, +00) functie data.

VIIL.5 Principiul de maxim

Fie I = (0,1). Avem
e Teorema VIIL.17. — Fie f € L*(]) si fie u € H*(I) solutia
problemei Dirichlet
—u"+u=f inl

u(0) =, u(l) =p.

(33)

Atunci avem (%)

(34) Min{a, 5, Inf; f} < u(x) < Max{a, 3, Sup; f} Vo e .

15Sup f si Inf f reprezintd respectiv Sup ess al lui f (eventual = +o00) si Inf ess
al lui f (eventual = —o0). Reamintim cid Sup ess f = Inf {C; f(z) < C a.p.t.} ¢
Inf ess f = —Sup ess (—f).
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DEMONSTRATIE. — (Metoda troncaturilor a lui Stampacchia). Avem

(35) /Iu’v’—l—/[uv:/lfv Vv € Hy(I).

Fixam G € C'(R) astfel incat

(1) G este strict crescatoare pe (0, +00),

(17) G(t) = 0 pentru t € (—o0,0].

Fie K = Max{«, 3,Supf} si presupunem K < oo. Vom arata ca
u < K apt. in I. Fie v = G(u — K); stim cd v € H'(I) si chiar
v € H}(I) deoarece

uw0)—K=a—-K<0 si u(l)-K=0-K<NO0.

Inlocuind v in (35) obtinem

/Iu'QG’(u—K)+/IuG(u—K) :/IfG(u—K),
adica

/U'QG'(U K)o+ /I(u ~K)G(u—K) = /I(f ~ K)G(u— K).

I

Dar (f — K) <05si G(u— K) > 0, de unde rezulta ca
/(u—K)G(u—K) <0
I

si deoarece tG(t) > 0 Vt € R, inegalitatea precedentd implica (u —
K)G(u—K) = 0a.p.t. In consecinta, u < K a.p.t. Incheiem demonstratia
lui (34) schimband u cu —u.

REMARCA 26. — Dacd f € C(I), atunci u € C*(I) si se poate
stabili (34) cu o metoda diferita. Fie 2o € I punctul in care u isi atinge
maximul pe I. Daca xy = 0 sau dacd =y = 1 concluzia este evidenta. In
caz contrar, 0 < o < 1 gi atunci «'(x¢) = 0, u”(xy) < 0. Din (33) rezulta
ca

w(@o) = f(zo) +u"(z0) < flao) < K

gi deci u < K pe I. Aceasta metoda are avantajul de a se extinde la
probleme Sturm-Liouville generale.

Deducem cateva consecinte imediate ale teoremei VIII.17:
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e Corolarul VIII.18. — Fie u o solutie a lui (33).
(1) Daca u >0 pe 0I si daca f>01in I, atunci v >0 in /.
(i) Daca v = 0 pe 0/ si daca f € L>(/), atunci |ju||= <

1Al 2o
(ii1) Daca f =0 1in I, atunci |[u||~) < ||u||L=@n-

Avem un rezultat comparabil pentru conditia Neumann:

Propozitia VIII.19. — Fie f € L*(]) si fie u € H*(I) solutia
problemei

—u"+u=f 1inlI,
u'(0) =u'(1) =

Atunci
(36) Inf; f < wu(z) < Sup,f Vr e I.

DEMONSTRATIE. — Avem

(37) /u’v'—l—/uv:/fv Vv e HY(I).

I I I
Inlocuim v = G(u — K) in (37), unde K = Sup;f. Procedam apoi ca in
demonstratia teoremei VIII.17.

REMARCA 27. — Daca f € C(I), atunci u € C*(I) si putem stabili
(36) ca in remarca 26. Observam ca daca u igi atinge maximul pe J1I, sa
zicem 1n 0, atunci v”(0) < 0 (se prelungeste u prin reflexie la stanga lui
0).

REMARCA 28. — Presupunem cd [ = R. Fie f € L*(R) gi fie
u € H*(R) solutia problemei
—u"+u=f inR.
Atunci
Infrf < u(x) < Supgrf Ve e R
(vezi [EX]).
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VIIL.6 Functii proprii si descompunere spectrala

Fie I = (0,1). Avem

e Teorema VIII.20. — Fie p € C'(I) cu p > a > 0 in [ si
q € C(I). Atunci existd un sir ()\,),>; de numere reale si o bazi
Hilbertiana (e,),>; a lui L?(I) astfel incat e, € C*(I) si

(38) —(pel)) + qe, = Ape, In

en(0) = en(1) =0.

In plus, A\, — +00 daca n — +oo.

Spunem ca (\,) sunt valori proprii ale operatorului diferential Au =
—(pu')" + qu cu conditii Dirichlet si ca (e,) sunt functiile proprii aso-
ciate.

DEMONSTRATIE. — Putem presupune ¢ > 0, daca nu, alegem o con-
stanta C astfel incat g+ C > 0, ceea ce revine la a inlocui A\, cu A\, +C in
ecuatia (38). Pentru orice f € L*(I) exista si este unic u € H*(I)NHy ()
care verifica

(39) —(pu') +qu=f inl,

u(0) = u(1) = 0.

Notdm cu T operatorul f +— u considerat ca operator de la L?(I) in
LA(I) (*°).
Verificam ca T este autoadjunct si compact. Avem, conform (39),

/Ipu'2+/qu2:/lfu

si deci af|u||32 < || fllzzllullzz. Rezultd ca ||ul|gr < C||f|lz2, unde C este

o constanta care depinde doar de . Prin urmare

ITfllm < Cllflle Vf € LE(D).

16 Am putea, de asemenea, privi T ca pe un operator de la H} in H} (vezi §IX.8).



FUNCTII PROPRII 208

Cum injectia de la H'(I) in L?(I) este compactd (deoarece I este mar-
ginit) deducem c& T este un operator compact de la L*(I) in L*(I).
Aratam acum ca T este autoadjunct, adica

[@ng= [ 1T9) vr.ge 2.

Intr-adevar, punand v =T f si v = Tg, avem

(40) —(pu') +qu=f
si
(41) —(pv) +qu=g.

Inmultind (40) cu v si (41) cu u si integrand, obtinem

/pu’v’—i—/quv:/fvz/gu.
I I I I

Sa notam 1in final ca
_ _ 2 2 S 2
2 [@ns=[uf= [P =0 vrer

si, pe de alta parte, ca N(T) = {0} deoarece Tf = 0 implica u = 0 i
deci f = 0.

Conform teoremei VI.11, L*(I) admite o bazd Hilbertiand (e,),>1
formata din vectori proprii ai lui 7" asociati valorilor proprii (g, )n>1-
Avem p, > 0 (intr-adevar, p, > 0 conform (42) si p, # 0 deoarece
N(T) = {0}). Mai stim ca pu, — 0.

Scriind T'e,, = e, obtinem

—(pel) + qen = Ane, unde N\, = 1/p,

In sfarsit, observam ca e, € C%(I) deoarece f = \,e, € C(I) (de fapt,
en € C(I) daci p, ¢ € C>=(I))).

Exemplu. — Daca p =1 si ¢ = 0 obtinem

en(z) = V2sin(nmz) si A, =n?w, n=1,2,...

REMARCA 29. — Pentru acelasi operator diferential, valorile
proprii si functiile proprii depind de conditiile la limita. Cu titlu
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de exercitiu, se pot determina valorile proprii ale operatorului Au = —u”

cu conditiile la limita din exemplele 3, 5, 6 si 7.

REMARCA 30. — Ipoteza ca [ este marginit a intervenit in mod
esential pentru a stabili compacitatea operatorului 1. Daca [ este
nemarginit concluzia teoremei VIIIL.20 este in general falsd (17); intalnim
atunci fenomenul foarte interesant al spectrului continuu, vezi Reed-
Simon [1]. Cu titlu de exercitiu se pot determina valorile proprii si spec-
trul operatorului 7' : f +— u unde u € H?*(R) este solutie a ecuatjiei
—u”" +u = fin R (T este un operator marginit si autoadjunct de la
L*(R) in L*(R), dar el nu este compact); vezi [EX].

VIII.7 Comentarii asupra capitolului VIII
1) Cateva inegalitati
Semnalam cateva inegalitati foarte utile legate de normele Sobolev.
A) Inegalitatea lui Poincaré-Wirtinger
1
Fie I un interval dat. Fiind dat u € L!'(I), punem u = m/u
I

(aceasta este media lui u pe I). Avem
lu =l < 'l Yu € WH(I)
(vezi [EX]).
B) Inegalitatea lui Hardy
Fie I = (0,1) siu € WyP(I) cu 1l < p < oo. Atunci xg(f)x) c LP(I)
si, in plus,

< CLp”’U/”Lp Yu € Wol’p<[>

(vezi [EX]).

C) Inegalitatile de interpolare Gagliardo-Nirenberg
Fie I un interval marginit gsi 1 < r < oo, 1 < ¢ < p < oco. Atunci
exista o constanta C' astfel incat

(43) lullze < Cllullza®lullfy . Yu e W (1)

"In anumite circumstante concluzia teoremei VIIL.20 ramane adeviratd (vezi
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1 1 1 1
unde 0 < a < 1 este definit prin a ( - =+ 1) = — — —; vezi [EX].
qa T qg Pp
Din inegalitatea (43) deducem in particular ca daca p < oo (sau daca

p = oo dar r > 1), atunci

Ve > 0 3dC, astfel incat
(44)
ullr < ellullwrr + Cellulla Yu € WH(T).

(Putem stabili (44) si printr-o “metoda de compacitate”; vezi [EX]).
Inegalitati mai generale se pot gasi in Nirenberg [1] (vezi, de aseme-
nea, Friedman [2] sau [EX]). Notam, intre altele inegalitatea

1/2

/|20 < Cllullialull Yu e W(I)

. . o .1 1/1 1
unde p este media armonica a lui ¢ i r, adica — == |-+ —| .
p 2\q¢ r
2) Operatori Hilbert-Schmidt
Fie I un interval marginit. Se arata ca operatorul 7' : f +— u care

asociaza fiecarui f din L*(I) unica solutie u a problemei

—(pu)' +qu=f Inl=(01)

u(0)=u(1l)=0

(cup>a>0siq>0) este un operator Hilbert-Schmidt de la L?(I) in
L*(I); vezi [EX].

3) Proprietati spectrale

Se cunosc numeroase proprietati spectrale ale operatorului Sturm-
Liouville Au = —(pu’)’ + qu cu conditie Dirichlet pe I. Printre altele,
stim ca:

A) fiecare valoare proprie are multiplicitatea 1: de aceea spunem ca
fiecare valoare proprie este simpla.

B) daca aranjam valorile proprii (),) intr-un sir crescator, atunci
functia proprie e, (x) corespunzatoare lui A, poseda exact (n—1) radacini
in (0,1); in particular, prima functie proprie e;(z) are semn con-
stant pe (0,1).
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~1 M . NIV
C) catul — converge cand n — oo la o limita pozitiva.
n

Referitor la aceste probleme se pot consulta lucrarile Weinberger [1],
Protter-Weinberger [1], Coddington-Levinson [1], Hartman [1] si Ag-
mon [1].



Capitolul IX

SPATII SOBOLEV SI FORMULAREA
VARIATIONALA A PROBLEMELOR LA
LIMITA ELIPTICE IN DIMENSIUNE N

IX.1 Definitia si proprietatile elementare ale spatii-
lor Sobolev W?((Q)

Fie Q C RY un deschis si fiep € R cu 1 < p < o0.
Definitie. — Spatiul Sobolev W1?(Q) se defineste prin (!)

91,99, -.,gn € LP(Q)) astfel incat
0
WP(Q) = du € LP(Q) w2 —/ gip Vo € CX(Q),
o Ox; Q
Vi=1,2,...,N
Fie

H'(Q) = WH(Q).

0
Pentru u € W?(Q) definim 8u = g; (%) si scriem
Li

ou Ou ou )

8x1’8x2""’8x]\[

Vu = gradu = (

1Céand nu exista pericol de confuzie vom scrie WP in loc de WP (Q).
2 Aceastd definitie are sens: g; este unic conform lemei IV.2.

212
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Spatiul WP(Q) este inzestrat cu norma

N | Ou
lullwrr = llullzr +
; 6377, Lr
Nl Su || e
sau uneori cu norma echivalenta <||u||’,:p +> 5 ) (dacal <p<
=1 Ti L

00).
Spatiul H'(2) este inzestrat cu produsul scalar

N (ou v N[ du v
(va)Hl - (U,U)L2 +; (axz’ %)[ﬁ B /5]uv+;/§2 Ox; 0x;

2 1/2
)
L2

e Propozitia IX.1. — Spatiul W'?(Q) este un spatiu Banach
pentru 1 < p < oo; WHP(Q) este reflexiv pentru 1 < p < oo gi este

cu norma asociata

ou
Gxi

N
[l = (HUH%Q +2
i=1

care este echivalenta cu norma din W12,

separabil pentru 1 < p < oo.
Spatiul H'(Q2) este un spatiu Hilbert separabil.

DEMONSTRATIE. — Se adapteaza demonstratia propozitiei VIII.1
(folosind operatorul Tu = [u, Vul).

REMARCA 1. — In definitia lui W'" se poate utiliza ca spatiu de
functii test fie C°(Q) fie C1(2) (pentru a demonstra acest lucru se
foloseste un gir regularizant (py,)).

0
REMARCA 2. — Este clar c& daca u € C'(Q) N LP(Q) si "

€ LP(Q))

X

ou
pentru orice ¢ = 1,2,..., N (aici — semnifica derivata partiala uzuala

3%

a lui u), atunci u € W?(Q). In plus, derivatele partiale in sens uzual
coincid cu derivatele partiale in sens WP, In particular, daca Q este
marginit, atunci C1(Q) C WP(Q) pentru orice 1 < p < co. Reciproc,
se demonstreaza ca dacd u € W'P(Q)NC(Q) cu 1 < p < oo gi dacd
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Ju ou
€ C(Q) pentru orice i = 1,2,..., N (aici — reprezinta derivata

8l’i axz
partiald in sens W1?), atunci u € C'(Q) (vezi [EX]).

x REMARCA 3. — Fie u € L (Q); teoria distributiilor permite sa
ou (8u
ox; Ox;
distributiilor D’'(2), spatiu care contine in particular L (£2)). Utilizand

se dea un sens expresiei este un element al “uriagului” spatiu al

limbajul distributiilor putem spune cd& W'?(Q) este multimea functiilor

u € LP(Q) astfel incat toate derivatele partiale , 1 <i < N (in sensul
distributiilor) apartin lui LP().

Daca Q = RN gi p = 2 se pot defini spatiile Sobolev folosind si

i

transformata Fourier; vezi de exemplu Lions-Magenes [1], Goulaouic [1]
sau Malliavin [1]. Nu vom folosi acest punct de vedere in cele ce urmeaza.

REMARCA 4. — Este convenabil de retinut urmatoarele aspecte:

a) Fie (u,,) un gir din W' astfel incat u,, — u in L? si (Vu,,) converge
catre o anumitd limitd in (LP)N. Atunci u € WP si ||ju, — ullyr — 0.
Daca 1 < p < oo este suficient sa stim ca u, — w in LP si (Vu,) este
méirginit in (L)Y pentru a deduce ca u € WP,

b) Fiind data o functie f definitd pe Q notam cu f prelungirea sa cu
0 in afara lui €2, adica

f(x)  dacaz e
0 daca z € RV \ Q.

Fie u € Wh(Q) gi « € C}(2). Atunci (*)

_ 1,p RN .
au e WHP(R™) i o

Intr-adevir, fie ¢ € CL(RY); avem
__Op Op 0
/RN O‘“axi N / 8:51 / [axz( #) =

—— [, (v uge) -

3 Atentie, in general u ¢ WHP(RY) (de ce?).

ou aa
8361 8xz v
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Aceeasi concluzie ramane valabila daca, in loc sa presupunem ca o €
CHR), ludm « € CYRYN) N L*(RY) cu Va € (L=(RM))Y si Suppa C
RN\ (09).

latd un prim rezultat de densitate; vom stabili ulterior (corolarul

[X.8) un rezultat mai precis cu ipoteze suplimentare asupra lui €.

e Teorema IX.2 (Friedrichs). — Fie u € W'?(Q) cu 1 < p < oo.
Atunci exista un sir (u,) in C®(RY) astfel incat

(1) Upjo — u  In LP(Q)
si
(2) Vi — Vug, In (LP(w))Y pentru orice w CC €.

(Reamintim ca notatia w CC §2 semnifica faptul cd w este un deschis
astfel incat w C ) si W este compacta).

In demonstratie vom utiliza

Lema IX.1. — Fie p € L'(R") si v € W*(RY) cu 1 < p < 0.
Atunci

pxv e WPRY) si aa (p*v):p*av Vi=1,2,...,N.
£

al’i

DEMONSTRATIA LEMEI IX.1. — Se adapteaza demonstratia lemei
VIIL.4.

DEMONSTRATIA TEOREMEI IX.2. — Notam

u(r)  dacax €
0 daca z € RV \ Q

si punem v,, = p, *u (unde p,, este un sir regularizant). Stim (vezi §IV.4)
cad v, € C®(RN) si v, — @ in LP(RY). Aratim ca Vupw — Vuy, In
(LP(w))N pentru orice w CC Q. Intr-adevar, fiind dat w CC €, fixa3m o
functie a € C}(Q), 0 < a < 1, astfel incat o = 1 intr-o vecindtate a lui w
(o asemenea functie exista; vezi de exemplu [EX]). Observam ca pentru
n suficient de mare avem

(3) pn x (@) = pp, x4 In w.
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Intr-adevar

Supp (p, * @t — py, * @) = Supp [p, * (1 — @)a]
1
C Supp pn + Supp (1 —a)u C B (0, ) + Supp (1 — @) C w°
n
pentru n suficient de mare. De aici rezulta (3).
Din lema IX.1 gi remarca 4b) avem

i< ) = pp ou n Jda
8% P % QL) = Pr a@xi 0mzu ’

Rezulta ca

aaxi(pn * QL) — ocg;i + gzu in LP(RM).
In particular
(o am) — 2 i ()
si, conform (3),
8‘;(% ) — g;ji in LP(w).
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In final, se realizeaza o “troncaturd” a girului (v,) ca in demonstratia

teoremei VIIL.6. Mai precis, punem u,, = (,v, (*). Se verifica cu usurinta

ca sirul (u,) are proprietatile dorite, adica u, € C*(RY), u, — u in

LP(Q) §i Vu,, — Vu in (LP(w))" pentru orice w CC Q.

* REMARCA 5. — Se demonstreaza (teorema Meyers-Serrin) ca daca
u € WH(Q) cul < p < oo, atunci existd un sir (u,) din C*(2) N
Whr(Q) astfel incat u, — u in WHP(Q); demonstratia acestui rezultat

este destul de delicata (vezi, de exemplu, Adams[1] sau Friedman [2]). In

4De acum incolo vom nota sistematic prin ((,) un sir de troncatura, adici se

fixeaz# o functie ¢ € CX(RN) cu0 < ¢ < 1si

1 dacd |z| <1
((z) =

0 daca |z| > 2

si punem (,(z) = ¢ (E), n=12...
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general, daca  este un deschis arbitrar si dacd v € W1?(Q) atunci nu
se poate construi un sir (u,) in C}(RY) astfel incat u, g — uin WHP(Q)
(vezi [EX]). A se compara teorema lui Meyers-Serrin (valabila pentru un
deschis arbitrar ) cu corolarul IX.8 (care presupune ca € este neted).

Iata o caracterizare simpld a functiilor din Wh?:

Propozitia IX.3. — Fie u € L?(Q2) cu 1 < p < co. Proprietatile
urmatoare sunt echivalente:

(i) w e WH(Q),

(77) exista o constanta C' astfel incat

Op o .
[ <l woecE@). wimL2.N

(7ii) exista o constanta C' astfel incat pentru orice w CC ) si
orice h € RY cu |h| < dist (w, 92) avem

| Thu — || o) < Clh.

(In plus, se poate lua C' = ||Vul|Lr(q) In (i) si (44i).)

* REMARCA 6. — Daca p = 1 implicatiile urmatoare raman valabile:

Functiile care satisfac (i) [sau (iii)] cu p = 1 se numesc functii cu
variatie marginita (in limbajul teoriei distributiilor, este vorba de
functii din L' ale caror derivate de ordinul intai in sensul distributiilor
sunt masuri marginite). Acest spatiu joaca un rol mai important
decat spatiul Wh1; intalnim functii cu variatie marginita (sau de aceeasi
natura) in teoria suprafetelor minimale (vezi de exemplu e.g. Giusti [1]
si lucrarile citate ale lui DeGiorgi, Miranda etc.), in probleme de plas-
ticitate (functii cu deformatie marginita, vezi Temam-Strang [2] si lu-
crarea citata a lui Suquet), in ecuatiile cvasiliniare de ordinul intéai
care admit solutii discontinue sau unde de soc (vezi, de exemplu,
Volpert [1]).

* REMARCA 7. — Rezulta din teorema IV.25 si din propozitia IX.3
ca dacd F reprezinta bila unitate din W'*(Q) cu 1 < p < oo (2 deschis
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arbitrar), atunci F, este relativ compacta in L”(w) pentru orice w CC €.
[Vom vedea ulterior (teorema IX.16 ca daca () este marginit si neted,
atunci F este relativ compacta in LP(€); aceasta concluzie poate fi falsa
daca Q este nemarginit sau daca € nu este neted]. Rezulta ca daca (u,,)
este un gir marginit in WH?(Q) cu 1 < p < oo i Q este un deschis arbitrar,
atunci se poate extrage un subsir (u,, ) astfel incat u,, (x) converge a.p.t.
in  (vezi [EX]).

DEMONSTRATIE. —

(1) = (di). Evident.

(i1) = (7). Se procedeaza ca in demonstratia propozitiei VIII.3.

(i) = (4i1). Incepem prin a presupune cd u € C°(RY). Fie h € RN
si definim

v(t) =u(x +th), teR.

Atunci v'(t) = h - Vu(z + th) si deci
1 1
u(w + h) —u(z) = v(1) — v(0) = / V() dt = / h- Vulz + th) dt.
0 0
Prin urmare

1
mee) = w(@)P < b7 [ Ve + )P dt
0

1
/\Thu(x)—u(g;)wx §]h]p/d9:/ Vu(z + th)|? dt
w w 0
1
- |h]p/01 dt/w|Vu(:c+th)]pda:
= 1h [Cat [ vy dy.
0 w—+th

Fixand |h| < dist (w, 2¢), exista un deschis w’ CC Q astfel incat w+th C
W' pentru orice t € [0, 1] si deci

(4) I =l < 17 [ [Vl

Presupunem acum ci u € WHP(Q) cu 1 < p < co. Fie (u,) in C°(RY)
astfel incat u, — u in LP(Q) si Vu, — Vu in (LP(w))V, YVw CC Q.
n) i

Aplicam inegalitatea (4) lui (u,) si, prin trecere la limita, obtinem (i77).
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Daca p = oo, aplicam cele de mai sus (pentru p < o0) si apoi facem
p — 00.

(i7i) = (i7). Fie ¢ € C°(2). Consideram un deschis w astfel incat
Suppy C w CC Q. Fie h € RN cu |h] < dist (w, 9Q°). Din (4ii) rezulta
ca

[ (v = w)] < Clbl Nl

Pe de alta parte, din

| (wla+h) = u(@))p(@)de = [ u(m)ely —h) = o) dy

rezulta ca

(ply —h) —p(y))
Ju) =

dy\ < Clelre.

Alegand h = te;, t € R, i trecand la limita cand ¢t — 0 obtinem (iz).

* REMARCA 8. — Propozitia 1X.3 ((¢) = (i4i)) arata ca daca u €
Whee(Q) si Q este un deschis conex, atunci

(5) u(z) —u(y)] < [Vulli=@dista(z,y) apt. 2,y €Q

unde distq(z, y) reprezinta distanta geodezica intre x si y in Q; rezulta
de aici ca u admite un reprezentant continuu care verifica (5) pentru
orice z,y € Q. Deducem c& dacd u € W'?(Q) cu 1 < p < oo, Q este un
deschis oarecare si Vu = 0 a.p.t. in €, atunci u este constanta pe fiecare
componenta conexa a lui 2.

Observam in sfarsit ca daca u € WH*(Q2), unde Q2 este un deschis
convex, atunci

u(z) —u(y)] < [[Vulr= |z =yl Yo,y

Propozitia IX.4 (Derivarea unui produs). — Fie
u, v € WHP(Q)NL>®(Q) cu 1 < p < oo. Atunci uv € WHP(Q) N L>(Q)

si
0 ou ov

uv) = v+u ,
axi( ) ox; ox;
DEMONSTRATIE. — Putem intotdeauna sa ne situam in cazul 1 <

p < oo (vezi demonstratia corolarului VIIL.9).

i=1,2,...N.
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Conform teoremei IX.2 existd sirurile (u,), (v,) in CX(RY) astfel
incat
Uy — U, U, — v In LP(Q) i a.p.t. in Q,

Vu, — Vu, Vv, — Vo in (LP(w))" pentru orice w CC €.

Reluand demonstratia teoremei [X.2 observam cu usurinta ca avem,

in plus,
|n || Loemry < [l 81 |VnllLoe@myy < [V]|Loe @)

Pe de alta parte,

390 . aU'n 87)” 1

Trecand la limita, folosind teorema convergentei dominate, avem

dp ou ov 1

Propozitia IX.5 (Derivarea unei compuneri de functii). —
Fie G € C'(R) astfel incat G(0) = 0 si |G'(s)] < M Vs € R. Fie
ue WhH(Q) cu 1 < p < oo, atunci

0 , ou
(Gou) = (G ou) 5,

G WP(Q) i
oueW(Q) si o

i=1,2,...N.

DEMONSTRATIE. — Avem |G(s)| < M|s| Vs € R si deci |G ou| <
0 ¢ 1r(c).

M u|; prin urmare G ou € LP(Q) si, de asemenea, (G’ o u)

¥
Ramane de verificat ca

(6) [(Gowgs = - [(G ot veeCi@)

Daci 1 < p < oo, alegem un sir (u,) in C°(RY) astfel incat u,, — u in
L*(Q) si a.p.t. in Q, Vu, — Vu in (LP(w))V, Yw CC Q (teorema IX.2).
Avem

Op _ ' Iy 1
/Q(Goun% =— | (@ o) e Vo € CLQ).
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Dar Gou, — Gouin LP(Q) i (G'o un)gu” — (G’ o u)gu in LP(w),
€T; €Z;

VYw CC 2 (prin convergenta dominata). De aici rezulta (6).
Daca p = oo, fixam un deschis 2" astfel incat Suppy C ' CC Q.
Atunci u € WP(Q') Vp < oo si (6) rezultd din cele de mai sus.

Propozitia IX.6 (Formula de schimbare de variabila). — Fie
Q si @ doud multimi deschise in RY si H : ¥ — Q o aplicatie
bijectiva, * = H(y), astfel incat

HeoY ), H'eoY ), JacH € L™Y), JacH e L>=(Q) ().
Fie u € WP(Q) cu 1 < p < oo, atunci uo H € WHP(QY) si

(v ) = 3 S () G

(y) Vj=1,2,...,N.

DEMONSTRATIE. — Daci 1 < p < oo, alegem un sir (u,,) in C°(RY)
astfel incat u, — u in LP(Q) si Vu, — Vu in (LP(w))V, Vw CC Q. Deci
u, o H—woH in LP(QY) si

pl, / /
(81‘1‘OH> 8yj_><8xiOH> o in LP(W) Vo' CC.

Fiind data ¢ € C}(Q) avem

/l(unoH)ayjdy— /’zi:<axiOH> 6yjzﬁdy.

Prin trecere la limita obtinem rezultatul dorit.
Daca p = o0, se procedeaza ca la sfargitul demonstratiei propozitiei
IX.5.

Spatiile W™?(Q)

Fie m > 2 un intreg si p un numar real cu 1 < p < oo. Definim prin
recurenta

0
Wme(Q) = {u e WmLr(Q); a{:{ eWm Q) Vi=1,2,... ,N}_

0H, L
5Jac H semnifici matricea Jacobiani a—z; deci este vorba de o functie din

Yj
(Loo<Q/>)N><N.
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Alternativ, aceste spatii pot fi introduse prin (°)

Vo cu |al <m, dg, € LP(Q) astfel incat

Wme(Q) = u e 17(Q)
/QuDagO: (—1)'a'/an<p Vo € C2()

Notam D%u = g,.
Spatiul W™P(Q)) inzestrat cu norma

lullwer = > [D%ul|L»

0<|al<m

este un spatiu Banach.
Punem H™(Q) = W™2(Q); H™()) inzestrat cu produsul scalar

(w,)pm = Y (D%, D*v)p2

0<[al<m

este un spatiu Hilbert.

* REMARCA 9. — Se demonstreaza ca daca (2 este “suficient de neted”
cu I' = 00 marginita, atunci norma lui W™P(Q) este echivalenta cu
norma

lulle + 32 11D%ullze-

|a|=m

Mai precis, se arata ca pentru orice multi-indice o cu 0 < |a < m si
pentru orice ¢ > 0 exista o constanta C' (depinzand de €, €, «) astfel
incat

ID%ully <& 37 1D%ullir + Cllulls Yu € W)
18]=m

(vezi Adams [1] sau [EX]).

6Un multi-indice « este un sir & = (a1, s, ..., ay) cu o; > 0 numér intreg; punem

N aa1+042+~~~+011\/
o] = o §i D% = .
; 0zt 052 ..0xy
1=1
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IX.2 Operatori de prelungire

Este adesea comod sa stabilim proprietati ale functiilor din WP(Q)
incepand cu cazul Q = RY (vezi de exemplu rezultatele din §IX.3).
Este deci util si stim si prelungim o functie u € WP(Q) la o functie
@ € WH(RYN). Acest lucru nu este totdeauna posibil. Totusi daca de-
schisul €2 este “neted” putem construi o asemenea prelungire. Incepem
prin a preciza notiunea de deschis neted.

Notatie. — Fiind dat € RY scriem

r= (2" 2y) cuz’ € RN 2/ = (z1,29,...,05_1)

N-1 1/2
| = (Z ) |
Notam

RY = {z = (2, xy); zn > 0},

Q ={r = (2, xn); |2'| < 1 |an| <1},
QR+ = QNRY,

Qo = {z = (2/,0); |2'| < 1}.

Definitie. — Spunem ca un deschis ) este de clasa C! daca pentru

si punem

orice z € 0 = I existd o vecindtate U a lui z in RY si o aplicatie
bijectiva H : () — U astfel incat

HeOY Q),H'ecCYU),HQ)=UNQ si H(Qy) =UNT.

H se numeste o harta locala.

Teorema IX.7. — Presupunem ca ) este de clasi C! cu I’
marginitd (sau = RY). Atunci existd un operator de prelun-
gire

P:Wh(Q) — W (RY)

astfel incat, pentru orice v € W'?(Q),
(i) Pujg = u,
(1) [[Pullzr@yy < Cllullze),
(iid) [|Pullwer) < Cllullwrsgey,
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unde C' depinde doar de ().

Incepem prin a demonstra o lema simpla, dar fundamentala, privind

prelungirea prin reflezie.

Lema IX.2. — Fiind datd u € W'(Q4) cu 1 < p < co definim
functia u* ca fiind prelungirea prin reflexie pe () dupa cum

urmeaza
u(x', xy) daca zy > 0,
u (2 ay) =
uw(z', —xN) daca xy < 0.
Atunci uv* € WH(Q) si
lu*llzr @) < 2llullzr@y), [u* lwrr@) < 2llullwrey-

DEMONSTRATIE. — Verificam ca

ou* ou\"
= <1< —
(7) o (3%) pentru 1 <i< N -1
si
ou* ou \V
(8) = \a3. )
al’N aZL‘N

*
ou . : : : . Ou .
unde reprezinta prelungirea prin a reflexie a lui 3 si unde
€T; €T;

punem, pentru f definita pe Q.

fl@x daca zn > 0,
fA(a' an) = (@) N
—f(2,xy)  dacd zy <O0.
Vom folosi sirul de functii (n;) in C*°(R) definit prin
ne(t) =nkt), t R, k=1,2,...

unde 7 este o functie fixata, n € C*°(R), astfel incat
0 dacat< L
aca -
2 Y

n(t) =
1 daca t > 1.
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Pentru a demonstra (7), fie p € C}(Q). Pentru 1 <: < N — 1, avem

2 RS X

unde

¢($,7IN) = Qp(ljva) + 90(1‘/’ _IN)'

Functia 1) nu apartine in general lui C}(Q, ) si deci nu poate fi utilizata
ca functie test, dar pe de alta parte,

me(zn) (2, zy) € CHQ4)

si deci 5 5
u
/Q+ g, ) = / o, ™Y
0
(nk@D) = nkaw avem
o _
! ..
(10) i (%an
Trecand la limita in (10) cu & — oo (prin convergenta dominata) obtinem
oY ou
11 __ '
(1 /Q+ uaxi Q+ axz¢

Combinand (9) si (11) avem

/Qu*g;i Q+(9$z __/ <3Iz> .

de unde rezulta (7).
Pentru a demonstra (8), fie p € C}(Q). Avem

u*&p—/ ua—x

12
( ) (%cN 856]\/

unde x (2, zn) = p(2/, xy) — @(a’, —xy). Observam ca x(2/,0) = 0
i deci exista o constanta M astfel incat |x(2', zn)| < Ml|xy| in Q.
Deoarece n;,x € CHQ4) avem

(13) / 88 (ex) = ﬂmx

TN Qt Ovy
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Dar

(14) afN(nkx) = nk;;fv + knf (kxn)x.
Aratam ca

(15) /Q+ ukn'(kzy)x — 0 dacd k — oo.

Intr-adevar, avem

‘/ ukn'(ka:N)X‘ < kMC lulzy de < MC |u| dx
Q

O<zn<l/k O<zn<l/k

cu C' = Supye)o 1|7’ (t)], de unde rezulta (15).
Din (13), (14) si (15) deducem ca

t/uax__ Ou.
Qr Oxy Q+ axNX.

In final, avem

ou ou \H
16 Ty = / T
(16) o Oy Q<8$N> v
Combinand (12) si (16) obtinem (8).
Concluzia lemei IX.2 ramane valabild dacd inlocuim Q. cu RY (de-

monstratia este neschimbata) — ceea ce stabileste teorema IX.7 pentru
Q=R

* REMARCA 10. — Lema IX.2 ofera o constructie foarte simpla a
operatorilor de prelungire pentru anumiti deschisi 2 care nu sunt de
clasa, C*. Coinsideram, de exemplu,

Q={zecR* 0<z <1, 0<zy <1}

Fie v € WP(Q). Dupa patru reflexii succesive obtinem o prelungire

ue Wh(Q) aluiuin

Q:{x€R2; —1l<x <3, =1 <z <3}
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Fixdm apoi o functie ¢ € C}(Q) astfel incat ¢ = 1 in Q. Notdm cu
Pu functia 1@ prelungitd la R? cu 0 in afara lui Q. Se aratii cu usurinti
ca operatorul P : WP(Q) — WP (R?) satisface (i), (i) si (444).

Vom utiliza in cele ce urmeaza

Lema IX.3 (Partitia unitétii). — Fie [' un compact din R” si

k
Uy, Us, ..., U, multimi deschise astfel incat I' C U U,.
i=1
Atunci exista functiile 0y, 0;, 0o, ..., 0, € C°(RY) astfel incat
k
(1) 0<6<1 Vi=012...k si > 6=
i=0

1 in RV,

(i) Supp 0; este compact si Suppbd, CU; Vi=1,2,... k
1
Suppfy C RN\ T.
Daca () este o multime deschisa si marginita si I' = 92, atunci
90|Q € CSO(Q)

DEMONSTRATIE. — Vezi [EX]. Aceasta lema este clasica; se pot gasi
enunfuri asemanatoare in Agmon [1], Adams [1], Folland [1], L. Schwartz
[1], Malliavin [1].

DEMONSTRATIA TEOREMEI IX.7. — “Rectificam” I' = 0f) prin
harti locale si introducem o partitie a unititii (7). Mai pre-

cis, deoarece I' este compacta si de clasa O, existd multimile deschise
k

i) 1<i<k 1 astrel 1ica C ; Sl aplicatiile bijective ri; : — U

Us)1<i<r in RY astfel incat T U; si aplicatiile bijective H, U,
i=1

astfel incat

H; € CYQ), H7' € CYUy), H(Q.)=U;NnQ si Hi(Qo) =U;NT.

Consideram functiile 6y, 61, 05, ..., ; introduse in lema IX.3. Fiind dat
u € WHP(Q), scriem

k k
U= Zé’iu = ZuZ unde u; = 0;u.
i=0 i=0

“In continuare vom utiliza frecvent aceasta tehnics pentru a trece de la un rezultat
demonstrat pe Rf (sau Q4 ) la aceeagi concluzie pentru un deschis neted €.
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Prelungim acum fiecare dintre functiile u; la RY distingand uq si (w;)1<i<k-

a) Prelungirea lui uy. — Definim prelungirea lui ug la RY prin

up(z)  daca z € Q,
to(z) =

0 dacd z € RV \ Q.

Reamintim ci 6y € C*(RN)NL>®(RYN) 51 VO € L>=°(RY) deoarece VO, =
k

— Y Vb; este cu suport compact si Suppfy C R™ \ I'. Rezultd (din
i=1

remarca 4b) ca

0 .,
(%iuo_ Oﬁxi 8xzu

Uy € Wl’p(RN> §1

Deci
[to|lwrr@yy < Cllullwir).-

b) Prelungirea lui u;, 1 <i < k. — Consideram restrictia lui u la
U; N Q gi “transportam” aceasta functie pe @)1 cu ajutorul lui H;. Mai
precis, fie v;(y) = u(H;(y)) pentru y € Q4. Stim (propozitia IX.6) ca
v; € WP(Q,). Definim apoi pe Q prelungirea prin reflexie a lui v; (lema
X.2), fie aceasta v}. Stim cd v} € WHP(Q). Apoi “retransportam” v
pe U; folosind Hi_l, fie acesta w;:

w;(z) = vi[H; "(x)] pentru z € U,.
Atunci w; € WP(U;), w; = w in U; N Q si

Hwi“WLP(Ui) < CHUHWLP(UmQy

In final, punem pentru z € RY

0;(x)w;(x)  daca z € U,
() =

0 dacd z € RN\ U;,
astfel ca 1; € WHP(RY) (remarca 4b)), 4; = u; in Q si

||| @myy < Cllullwiew,na)-
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c) Concluzie. — Operatorul Pu = ty+>F_, ; are toate proprietatile
cerute.

e Corolarul IX.8 (Densitate). — Presupunem ca () este de
clasad C! gi fie u € W'?(Q) cu 1 < p < co. Atunci existd un sir
(un,) In C°(RY) astfel incat u,, — u In W'?(Q). Cu alte cuvinte,
restrictiile la 2 ale functiilor din C®(R”Y) formeazi un subspatiu
dens al lui W'?(Q).

DEMONSTRATIE. — Presupunem mai intai ca I' este marginita.
Atunci exista un operator de prelungire P (teorema IX.7). Sirul {,(p, *
Pu) (%) converge la Pu in W1P(RY) si deci rdspunde cerintelor teoremei.
Daca I' este nemarginita, incepem prin a considera sirul (,u. Fiind dat
e > 0, fixam ng astfel incat ||(yu — ul|wir < e. Astfel putem construi o
prelungire v € WHP(R”Y) a lui (,,u (deoarece singurul lucru care inter-
vine este intersectia lui I’ cu o bila largd). Fabricam apoi w € C*(RY)
astfel incat [|w — v||yLo@yy < €.

IX.3 Inegalitatile lui Sobolev

In capitolul VIII am vazut ca daca () este de dimensiune 1, atunci
Whr(Q) € L>®(Q) cu injectie continud, pentru orice 1 < p < oco. In
dimensiune N > 2 aceasta incluziune ramane valabila doar daca p > N;
pentru p < N putem connstrui functii in W» care nu apartin lui L*
(vezi remarca 17 si [EX]). Totusi un rezultat important, datorat in mod
esential lui Sobolev, afirmé ca dacd 1 < p < N atunci W'P(Q) C LF"(Q)
cu injectie continua, pentru un anumit p* € (p, +00).
Incepem prin a considera

A) Cazul Q = R”.

e Teorema IX.9 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg). — Fie 1 <
p < N. Atunci

. 1 1 1
WHP(RY) c L (RY) unde p* este dat de — = — — —,
p p N

8(pn) este un sir regularizant si (¢,) este un sir de troncaturd ca in demonstratia
teoremei 1X.2.
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si existd o constantd C' = C(p, N) (°) astfel incat

(17) ||| < C||Vullpe  Yu e WHP(RYN).

REMARCA 11. — Valoarea lui p* se poate obtine printr-un argument
foarte simplu de omogenitate (de retinut ca argumentele prin omogeni-
tate dau uneori informatjii interesante cu minimum de efort). Intr-adevar,
daca exista constantele C' gi ¢ (1 < g < o0) astfel incat

(18) lullze < OVl Yue W(RY)

atunci, in mod necesar, ¢ = p*. Pentru a vedea acest lucru alegem in
(18) ur(z) = u(Az) (A > 0) in loc de u. Rezulta ca

Jul[ze < C)\(Hgfg)HVulle VA >0,

ceea ce implica g = p*.

In demonstratia teoremei IX.9 folosim

Lema IX.4. — Fie N > 2si fi, fo,..., fv € LY "{(RN"1). Pentru
r€RNsil1<i<N fie

B = (1, @2, i1, Ty, - on) € RV
Atunci functia
f@) = fi(@) fo(@) .. fn(Zn), =€ RY
apartine lui L'(RY) si
N
1 fllzr@yy < TTIfillov-— @y

i=1
DEMONSTRATIE. — Cazul N = 2 este trivial. Consideram cazul
N = 3. Avem

/R |f($)| dzrs = |f3($1,x2)| /l;{ |f1(172,:p3)||f2(x17x3)| dzs
< Valon, o)l </R | fi (2, 73)|” dx;;) " (/R ’f2(x1,$3)|2dx3)1/2

9Putem lua C(p, N) = (N — 1)p/(N — p) dar aceastd constantd nu este optimal;
cea mai buné constanti este cunoscuté (si complicata!), vezi Th. Aubin [1], Talenti [1]
si Lieb [1].
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(prin Cauchy-Schwarz). Aplicand din nou inegalitatea lui Cauchy-Schwarz
avem

[ 1@ de < sl il | ol

Cazul general se obtine prin inductie; admitem rezultatul pentru N si
il deducem pentru N 4+ 1. Fixam zy.; € R; conform inegalitatii lui
Holder avem

/RN |f(x)| dzydzs ... dey <

, 1/N’
HfN-i—l”LN(RN) {/ |f1f2 Ce fN|N d.ﬁEldﬂfg c. dl‘N}

(cu N = N/(N —1)). Aplicand ipoteza de inductie functiilor

’f1|N/7 |f2’N/, N |fN|N/ obtinem

N
/RN |f1’N ... ‘fN’N de’l . ..d.ﬁL’N < H ||fngN(RN*1)'
i=1

De aici rezulta ca

N
L @l day . day < vl T illvgo,

i=1
Facem acum sa varieze xy.;. Fiecare dintre functiile
vy = || fill Ly @®y-1) apartine lui LY(R), 1 < i < N. In consecinta,
N
produsul [] || f;]| 2~ ®~-1) apartine lui L*(R) (vezi remarca 2 ce urmeaza
i=1
inegalitatii lui Holder in capitolul IV) si

N+1

[ @) derdes . dexdey < TT 1 lvay,

i=1

DEMONSTRATIA TEOREMEI [X.9. — Incepem cu cazul p =1gi u €
CHRY). Avem

T Qu
lw(z1, T2, - ., zN)] :|/ (t,a:Lz,...,xN)dt|

(93:1
+oo | Qu
S/—oo aixl(tax%"wxl\f) dt
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si, In mod similar, pentru orice 1 <7 < N,

+oo | Ju
lu(zy, z2, ..., zN)|] < / ‘ - (x1, %2, ..., Ti—1, b, Tig1, ... TN) | dE
def ., _
Deci
N
N ~
u@)Y < T] £(@).
i=1
Din lema IX.4 deducem ca
N/(N—1) al 1/(N-1) N ou ||V
u(x “Hdx < fi Ny = )
Jo lu) T = I
In consecinta
N 1/N
ou
(19) ||u||LN/<N71)(RN) < H B .
i=1 1% || 1R
Fie t > 1; aplicam (19) lui |u|*" '« in loc de u. Obtinem
N 8u 1/N B N au 1/N
(20)  ullpoviv—n < tTT |l o=l < tllullre- o
i=1 iz i=1 illp

Acum alegem t astfel incat tN/(N — 1) = p/(t — 1), deci
t=(N—1)p*/N (t > 1 deoarece 1 < p < N). Obtinem

1/N

ou
8:102-

N
||u||p* <t H
i=1

Lp
Deci
Jull o < Cl[Vulle Yu e CHRY).

Fie acum u € W'?(RY) si (u,) un sir din C}(RY) astfel incat u,, — u in
WLHP(RY). Putem presupune (trecand eventual la un subsir) ci u, — u
a.p.t. Avem, pentru orice n

tn |l o < C|| V|| e
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Aplicand lema lui Fatou (1°) obtinem

u€ LP si||u

p* S CHVUHLP

e Corolarul IX.10. — Fie 1 <p < N. Atunci
WHP(RY) c LYRY) Vg € [p,p’]

cu injectii continue.
DEMONSTRATIE. — Fiind dat ¢ € [p, p*] scriem

1 —
=g+7*a cu «a € [0,1].
p p

1
q

Stim (vezi remarca IV.2) ca
lullze < llullgollell < llulloe + llull e

(din inegalitatea lui Young). Folosind teorema IX.9 obtinem

|ulle < Cllullwre Yu € WHPRN).

e Corolarul IX.11 (Cazul limita p = N). — Avem
WHPRYN) c LYRY) Vg € [N, +o0)

cu injectie continua.

DEMONSTRATIE. — Presupunem ca u € C}(RY); aplicand (20) cu
p = N gasim

ullzensov-n < tllulFemoen [Vully - Ve 21
si, conform inegalitatii lui Young, obtinem
(21) ul| pevsv—1) < C (Jlull pe-nnvov-n + [[Vul|pv) - V> 1
In (21) alegem t = N; rezulta ca

HU”LN2/<N—1> < Cllullwr.~

10Se poate obtine aceeasi concluzie remarcand ci sirul (u,,) este un gir Cauchy in
.
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si, prin inegalitatea de interpolare (remarca IV.2) avem

(22) [ull e < Cllullwy
2

N-1
Reiterand acest argument cut = N + 1, t = N + 2, etc., obtinem

pentru orice N < g <

(23) llulle < Clullprn vu € CHRY)

pentru orice ¢ € [N, +00), cu o constantd C' care depinde de g si N ().
Inegalitatea (23) se extinde prin densitate la W1V,

e Teorema IX.12 (Morrey). — Fie p > N. Atunci
(24) WHP(RYN) ¢ L=(RY)

cu injectii continue.
In plus, pentru orice u € W'?(R"), avem

(25) lu(z) —u(y)| < Cle —y|*||Vullzr a.p-t. 2,y € RY

unde a =1 — % si C este o constanta (care depinde doar de p si
N).

REMARCA 12. — Inegalitatea (25) implica existenta unei functii o €
C(RY) astfel incat v = @ a.p.t. in RM. [Intr-adevir, fie A C RN o
multime neglijabild astfel incat (25) are loc pentru orice x,y € RY \ A;
deoarece RV \ A este densd in RY, functia wg~ 4 admite o (unici)
prelungire continud la R™]. Cu alte cuvinte, orice functie u € W?(RY)
cup > N admite un reprezentant continuu. In continuare vom inlocui
in mod sistematic u prin reprezentantul sau continuu cand acest lucru va
fi util.

DEMONSTRATIE. — Incepem prin a stabili (25) pentru u € C}(RY).
Fie ) un cub deschis care contine 0, ale carui laturi — de lungime r —
sunt paralele cu axele de coordonate. Pentru x € () avem

Ld

u(z) —u(0) = ; %u(tm) dt

Hgj care “explodeaza” dacd ¢ — +o0.
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si deci
2 'S Ou d
— < <
26) fut) —uO)| < [ Dl | 1) rz/ 50
Fie 1
U= —— [ u(r)dr = (media lui u pe Q).
g1 J, s = e Q)
Integrand (26) pe @ obtinem
r N1
_ < T
| —u(0)] < |Q|/dx2/ 8xz(m> dt
rN Ja /z\ )| o
~ - 1/ t/ Z é?xl

Dar, conform inegalitatii lui Holder, avem
ou

6u P\ 1P /
< 1/p
/tQ at,]:i(y)‘dy < ( N ) 126]

(deoarece t@Q) C @ pentru t € (0,1)). Deducem de aici ca

1=(N/p)

_ ]. N/p’ 1tN/p/ . T
i = u(0)] < — Jy o= 17 Vel

235

Prin translatie, aceasta inegalitate ramane valabila pentru orice cub @)

de latura r ale carui muchii sunt paralele cu axele de coordonate. Deci

P1=(N/p)
M= T

Prin adunare (si din inegalitatea triunghiului) obtinem

(27) @ — IVullrg Vo € Q.

9r1=(N/p)

(28) [u(r) —u(y)| < W’

IVl Yo,y € Q.

Pentru doua puncte oarecare x,y € R existd un cub @ cu latura r =
2|z — y| contindnd z si y. Deducem de aici (25) pentru v € CH(RY).
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Pentru cazul general v € W'P(RY) folosim un sir (u,) din C}(RY)
astfel incat u, — u in WH(RY) si u, — u a.p.t.

S& ardtam acum (24). Fie u € CHRY), z € RY, si Q un cub de
latura r = 1 care contine . Din (27) avem

u(@)] < lal + ClVull @) < Cllullwis@) < Cllullw @)

unde C' depinde doar de p si N. Deci

|ull e @y < Cllullwrr@yy Yu € CA(RY).

Daca u € WIP(RY) folosim un sir (u,) din C}(RY) astfel incat u,, — u
in WP(RY) si a.p.t.
REMARCA 13. — Din (24) deducem c& dacad u € WP(RN) cu N <

p < 00, atunci
lim u(x) = 0.

|z|—o0

Intr-adevar, exista un sir (u,,) in C}(RY) astfel incat u,, — uin WIP(RY).

Conform (24), u este de asemenea limita uniforma in RY a functiilor w,,.

e Corolarul IX.13. —Fiem > 1 un intreg si p € [1,+00). Avem

1 m 1 1 m
dacd -~ — — > 0 atunci W™?(RM) c LY(RV), unde - = - — — ,
- (RY) € LA(RY), unde  — 5 — 7
1
daca - — % =0 atunci W™P(RY) c LY(RY) Vg € [p,+0c0) ,
p
.1 m . N N
daca - — N 0 atunci W™?(R") C L*(R") ,
p

cu injectii continue.
In plus, daca m — (N/p) > 0 nu este numar intreg, fie

k= [m—N] si Hzm—ﬁ—k (0<0<1).
p p

Avem, pentru orice u € W™P?(RY),

D% Lo mry < Cllullwmpmyy Vo cu laf <k
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si (%)
|D%u(z) — Du(y)| < Cllul|wmsmny|z —y|® ap.t. z,y € RV,

Va, |a| = k.

In particular W™?(RY) c C*RY) (*3).

DEMONSTRATIE. — Toate aceste rezultate se obtin prin aplicarea
reiterata a teoremei [X.9, a corolarului IX.11 si a teoremei [X.12.

* REMARCA 13. — Cazul p = 1 si m = N este destul de special:
avem W1 C L. Intr-adevir, fie u € C®(RY); avem

w(zy, e, ..., x

N) =
1 T2 TN aNu
= ty,to, ..., t,)dtidty ... dt
/—oo-/—oo /—oo 8w10x2...8xN( Lo ’ n) 15252 N

si deci

(29) |||z < Cllullwrvs  Yu € C2RN).

Daca u € W' se procedeaza prin densitate.

Consideram acum
B. Cazul Q@ c RY. — Presupunem ca, fie 2 este un deschis de clasa
C' cu I' marginita, fie @ = RY.

e Corolarul IX.14. — Fie 1 < p < oco. Avem

. 1 1
dacid 1 < p < N, atunci W'P(Q) C LP () unde — = — )
P p N
dacd p = N, atunci W'?(Q) C LY(Q) Vq € [p, +0),

daca p > N, atunci W'?(Q) C L>(Q)

si toate aceste injectii sunt continue.

2De aici rezultd ca |D%u(z) — Du(y)| < Cllullwm»|z — y| Yo,y € RN si Va cu
la| < k.
3Modulo un reprezentant continuu.
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In plus, daca p > N avem pentru orice u € WP(Q),
lu(z) —uy)| < Cllullwis|z —y[* ap.t. 2,y €Q,
cua=1-— % si C depinde doar de 2, p si N. In particular,
Whr(Q) C C(Q) ().
DEMONSTRATIE. — Consideram operatorul de prelungire
P:Wh(Q) — W (RY)
(vezi teorema IX.7) si aplicam apoi teorema I1X.9, corolarul IX.11 si teo-

rema IX.12.

e Corolarul IX.15. — Concluzia corolarului IX.13 ramane
adevirata dacd RY este inlocuit cu Q (*°).

DEMONSTRATIE. — Prin aplicarea reiterata a corolarului 1X.14 (1°).

e Teorema IX.16 (Rellich-Kondrachov). — Presupunem ca )
este marginit si de clasd C'. Atunci avem:

1
daca p < N, atunci W'?(Q) C LY(Q) Vg € [1,p*) unde — =
p

dacd p = N, atunci W'?(Q) C L4(Q) Vq € [1,+00),

daci p > N, atunci W'?(Q) c C(9Q),
cu injectii compacte (7).

DEMONSTRATIE. — Cazul p > N rezulta din corolarul IX.14 si din
teorema lui Ascoli. Cazul p = N se reduce la cazul p < N.

1Modulo un reprezentant continuu.
15Precizam ca dacid m — % > 0 nu este un intreg, atunci

W™P(Q) C C*(Q) unde k = {m - JZ]

si C*(Q) = {u € C*(Q); D*u admite o prelungire continua pe ) pentru orice o cu
la| <k}

16S.ar putea aplica direct corolarul IX.13, dar aceasta ar necesita o ipotezi supli-
mentara: ar trebui ca € sa fie de clasa C™ pentru a construi un operator de prelungire
P:WmP(Q) — WmP(RN).

"In particular, W1?(Q) C L?(f)) cu injectie compactd, pentru orice p.



INEGALITATILE LUI SOBOLEV 239

Presupunem deci ca p < N. Aplicam corolarul IX.26 cu F fiind bila
unitate in W1?(Q).
Verificarea lui (IV.23). — Intrucat ¢ > 1 putem scrie

1 1-—
% acuaE(O,l}.

+ k
q p
Fiew CC Q, u € F i |h] < dist (w, 2°). Conform inegalitatii de inter-
polare (remarca IV.2) avem

I = ull ooy < 1wt =l I = ull 55,

Dar, conform propozitiei IX.3 avem ||7,u — ul| 11wy < |h]]|Vul[L1 (). Prin
urmare

17 = ull 2oy < (1RHIVUllr@)* @llull e @)™ < ClRI

(se aplica inegalitatea lui Holder si corolarul 1X.14). Deducem ca ||7,u —
|| ey < € pentru |h| suficient de mic.

Verificarea lui (IV.24). - Fie u € F. Conform inegalitatii lui
Holder avem

I
ull oy < Nl o eny 12\ w777 < €

pentru w ales in mod convenabil ('®).

REMARCA 15. — Teorema IX.16 este “aproape optimala” in sensul
urmator:

(i) Daca ©Q nu este marginit, injectia W1?(Q) C LP(Q) nu este com-
pactd, in general (19).

(ii) Injectia W1P(Q) C LP" () nu este niciodatd compacta chiar daca
) este marginit gi neted (vezi [EX]).

* REMARCA 16. — Fie Q un deschis marginit de clasa C'. Atunci

norma
ulll = 1Vulle + [Jull o

18De exemplu w = {z € ; dist (z,I') > 6} si § > 0 suficient de mic (se aplica
teorema convergentei dominate sau teorema convergentei monotone).

19 Acelagi lucru pentru anumiti deschisi de miasura finitd cu frontiera netedd (vezi
Adams [1], p. 167).
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este echivalenta cu norma WP daca:

1<g<p‘"incazul 1l <p <N,

1 < g < oo,in cazul p= N,

1<qg<o0,incazul p > N
(vezi [EX]).

* REMARCA 17 (cazul limita p = N). — Fie Q un deschis marginit de
clasa C' gi w € WHN(Q). Atunci, in general, u ¢ L>*(2). De exemplu,
daca

Q= {zeR"; |z| < 1/2}

functia
(x) 1 Ly 0<a<l !
u\xr) = og — cu (e - —
®Jal N

apartine lui WV (Q) (vezi [EX]), dar ea nu este mirginitd din cauza
singularitatii in z = 0. Cu toate acestea, are loc inegalitatea lui
Trudinger:

/ﬂe‘“‘N/(Nfl) <oo YueW"N(Q)

(vezi Adams [1] sau Gilbarg-Trudinger [1]).

IX.4 Spatiul W,”(Q)

Definitie. — Fie 1 < p < co; Wy (Q) desemneazi inchiderea lui C1(9)
in W?(Q). Notam (*°)

Hy () = Wy ™(9).

Spatiul Wol P inzestrat cu norma indusa de WP este un spatiu Banach
separabil; el este reflexiv dacd 1 < p < oco. Hj este un spatiu Hilbert
pentru produsul scalar din H*!.

x REMARCA 18. — Deoarece C}(RY) este dens in WHP(RY), avem

WyP(RY) = WhP(RN).

20Cand nu existi pericol de ambiguitate vom scrie Wy?, HE in loc de
Wo?(Q), Hy ().
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In contrast, daci Q € RY atunci, in general, Wy (Q) # W'?(Q). Totusi
dacid RN \ Q este “suficient de subtire” si p < N, atunci W,7(Q) =
Whr(Q). De exemplu, dacad Q = RV \ {0} si N > 2 se aratd cd H}(Q) =
H'(Q) (vezi [EX]).

REMARCA 19. — Se verifica cu usurinta — cu ajutorul unui sir regu-
larizant (p,) — c& C°() este dens in Wy ”(Q). Cu alte cuvinte, putem
utiliza C°(Q) in loc de C1(2) in definitia lui Wy ().

Functiile din Wy (Q) sunt “in mare” functiile din WP(Q) care “se
anuleaza pe I' = 0Q)”. Este delicat sa se dea un sens precis acestei
afirmatii deoarece o functie u € W'?(Q) este definita doar a.p.t. (dar T’
este neglijabila!) si u nu are reprezentant continuu (?!). Totusi carac-
terizarile urmatoare sugereaza ca avem intr-adevar “de-a face” cu functii
care sunt “nule pe I'”. Incepem cu

Lema IX.5. — Fie u € W'?(Q) cu 1 < p < oo gi presupunem ca
Supp u este un compact inclus in 2. Atunci u € Wol’p(Q).

DEMONSTRATIE. — Fixam un deschis w astfel incat Suppu C w CC Q
si alegem o € C}(w) astfel incat a = 1 pe Supp u; deci au = u. Pe de alta
parte (teorema IX.2) existd un sir (u,) in C°(RY) astfel incat u, — u
in LP(Q) si Vu,, — Vu in (LP(w))Y. Rezulta ci au, — au in WHP(Q).
Deci au € Wy (), adicd u € Wy ().

Teorema IX.17. — Presupunem ca () este de clasa C!. Fie
(*)

u € WHP(Q)NC(Q) cul<p< oo
Atunci urmatoarele proprietati sunt echivalente:
(i) u=0 peI.
(i1) u € Wy (Q).

DEMONSTRATIE. — (i) = (¢7). Presupunem mai intai ca Supp u este

HTotusi dacd u € WHP(Q) putem da un sens lui ur (cdnd  este neted) si putem
arata ca ujp € LP(I"). Pentru aceasta trebuie sa facem apel la teoria de urma (vezi
comentariile din acest capitol).

2Daca p > N, atunci u € WHP(Q) = u € C(Q) (vezi corolarul 1X.14).
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marginit. Fixam o functie G € C*(R) astfel incat

0 dacalt| <1,
G <|tl WeR s G(t) =
t  dacat| > 2.

Atunci u, = (1/n)G(nu) apartine lui W' (propozitia IX.5). Este ugor
de verificat (cu ajutorul teoremei de convergenta dominata) ca w, — u
in WP, Pe de alta parte,

1
Suppun © {2 € @ Ju(@)| 2 - }

n

si deci Suppu, este un compact continut in 2. Conform lemei IX.5,
Uy, € Wol P s deci u € I/VO1 P In cazul general in care Suppu nu este
marginit, consideram sirul (,u de functii “troncate” ale lui u ({, ca in
demonstratia teoremei IX.2). Din cazul de mai sus rezults ca C,u € Wy
si deci ¢,u — w in W', de unde obtinem u € W, ”

(i7) = (i). Folosind harti locale reducem problema la situatia urma-
toare. Fie u € Wy?(Q1) N C(Q.); sd se arate cd u = 0 in Q.

Fie (u,) un gir in C1(Q, ) astfel incat u,, — u in W'P(Q,).

Pentru orice (z/,xy) € Q4 avem

Ouy,
[, (2, a:N|</ | ! ’t)|dt,
si deci, pentru 0 < e < 1,
1 Ouy,
,/ / |un (2, xn)| da'dey < 4 |dm'dt.
€ Jlar|<1 |2/|<1 (%sN
Prin trecere la limita cand n — oo (e > 0 fixat) obtinem
1 ou,
f/ /|u:1: :I:N\dazdx]v</ / Y |dxdt
€ Jiz'|<1 || <1 83:N

In sfarsit, daca ¢ — 0, gasim
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— 0
(deoarece u € C'(Q ) si a—u € L'(Q,)). Deci u =0 in Q.
TN

REMARCA 19. — In demonstratia lui (i) = (4¢) nu am utilizat netezi-
mea lui . Din contra, reciproca (ii) = (i) cere o ipoteza de regularitate
asupra lui  (consideram de exemplu 2 = RV \ {0} cu N > 25ip < N;
vezi [EX]).

o o . .. . 1
Tata o alta caracterizare a functiilor din Wy™:

Propozitia IX.18. — Presupunem ci () este de clasi C!. Fie
ue LP(Q) cul<p<oo.

Proprietatile urmatoare sunt echivalente:

(i) u € WP ().

(17) Exista o constanta C astfel incat

Oy .
/Q“ax- <Clgll@ VYeeCHRY), Vi=12... N.

)

(771) Functia
u(z) daca z € Q

u(z) =

0 dacd z € RV \ Q

ou  Ou
apartine lui W'?(RY) si, in acest caz, a—u = 8u .
ZT; ZT;

DEMONSTRATIE. — (i) = (41). Fie (u,) un sir in C}(Q) astfel incat
U, — u in WP, Pentru ¢ € CH(RY) avem

I
Up——
Prin trecere la limita obtinem (7).

(ii) = (iii). Fie ¢ € CLRY); avem

fearl = har

Deci @ € W'P(RY) (conform propozitiei 1X.3).

Oun
(‘9@-

1l 2o

Q 8ZL‘Z p

ou,, ‘S‘

<C ”SDHLP/(Q) <C ”SOHLP'(RN)-
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(73i) = (7). Putem presupune ca € este marginit (daca nu, con-
sideram girul troncat (¢,u) al lui u). Prin harti locale i partitia unitatii
reducem problema la urmatoarea situatie. Fie u € LP(Q,); presupunem
ca functia

u(x) dacdz €@, x>0
u(r) =
0 daca x € Q, xny <0

apartine lui W?(Q); si se arate ci
au € WyP(Q4) Ve CHQ).

Fie (p,) un sir regularizant astfel incat

1 1
Supppnc{xeRN; <33N<};
2n n

putem alege de exemplu

1
No(nz) s SupppC{xERN; 2<xN<1}.

pn(l’) =n
Deci p, * (ati) — au in WHP(RYN) (observam ci functia at prelungita
cu 0 in afara lui Q apartine lui WH?(RY)). Pe de altd parte

Supp (pn * o) C Supp py, + Supp (o) C Q4

pentru n suficient de mare. Rezulta ca

pn * (o) € C(Q4)

si deci au € WyP(Q.).

REMARCA 21. — Demonstratia corolarului IX.14 face apel la un ope-
rator de prelungire si acest fapt a necesitat ipoteza ca € este neted. Daca
inlocuim W?(Q) cu Wy(Q) dispunem de prelungirea canonici cu 0 in
afara lui , care este valabila pentru un deschis oarecare €2 (notam ca,
in demonstratia propozitiei IX.18, implicatia (i) = (7i7) nu necesita alta
ipoteza de netezime asupra lui 2). Deci, in particular, corolarul 1X.14
este adevirat pentru W,?(€Q) cu Q deschis arbitrar. In mod similar,
concluzia teoremei IX.16 este adeviratd pentru Wy?(Q) cu Q deschis
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marginit oarecare. Deducem de asemenea din teorema IX.9 ca daca €2
este un deschis oarecare gi 1 < p < N atunci

(30) lull o 0y < Clo. N) I Vull oy Vu € WP (62).

e Corolarul IX.19 (Inegalitatea lui Poincaré). — Presupunem
ca () este un deschis marginit. Atunci exista o constanta C
(depinzand de (2 si p) astfel incat

lullze) < ClIVUllry — Yue W"(Q) (1 <p<o0).

. . < 1
In particular, expresia ||Vul/rq) este o norma pe W,"(f2) care
este echivalentd cu norma ||ul|y1.»; pe Hj(S)) expresia / Vu- Vv
este un produs scalar care induce norma ||Vul|;2 echivalenta cu

norma ||u|g:.

REMARCA 22. — Inegalitatea lui Poincaré ramane valabila daca (2
are masura finita sau daca {2 este marginit intr-o singura directie (vezi

[EX]).

REMARCA 23. — Pentru m intreg > 1 gi 1 < p < oo definim Wy""(Q)
ca fiind inchiderea lui C2*(Q2) in WP (). “In mare”, o functie u apartine
lui W5?(Q) daca u € W™P(Q) i D*u = 0 pe ' pentru orice multi-indice
« astfel incat |a] < m — 1. Este important sa distingem intre W;""(Q)
si W™P(Q) N WyP(Q) pentru m > 2.

Dualul lui W,"(Q)

Notatie. — Notam cu W~=(Q) dualul lui Wy*(Q), 1 < p < oo si
prin H~1(Q) dualul lui H}(Q).

Identificam L?(Q2) si dualul sdu, dar nu identificam H} () cu du-
alul sau. Avem urmatoarea schema

Hy(Q) c L*(Q) c H'(Q)

cu injectii continue si dense.
Daca 2 este marginit atunci

/ 2N
WoP(Q) c LA(Q) c W (Q)  daci Vg SP<o
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cu injectii continue si dense.
Daca €2 este nemarginit avem

1 9 2N
Wol’p(Q) C L*(Q) c W7 (Q) daca N1 <p<2.

. . _ / .
Putem caracteriza elementele din W~1*" prin

Propozitia IX.20. — Fie F' ¢ W~'7(Q). Atunci exista fy, fi,
for. .., fn € LP () astfel incat

N ov 1p
<F7U>:/fov+2/ﬁ% VUEWO’(Q)
i=1 7
si
HFH = MaXOSiSNHfiHLp’-

Daca (2 este marginit, putem lua fy = 0.

DEMONSTRATIE. — Se adapteaza demonstratia propozitiei VIII.13.

IX.5 Formularea variationala a catorva probleme la
limita eliptice

Vom aborda in cele ce urmeaza rezolvarea catorva ecuatii cu derivate

partiale () eliptice de ordinul al doilea.

Exemplul 1. (Problema Dirichlet omogend). Fie @ € RY o multime
deschisd si marginita. Cautam o functie u :  — R care verifica

—Au+u=f inQ
(31)
u=0 pe I' = 092

unde

N 0%u
Au = E Frohe Laplacianul lui u,
=1 1

si f este o functie data pe 2. Conditia pe frontiera v = 0 pe I se
numeste conditie Dirichlet (omogena).

23Pe scurt EDP (=PDE in englezi).
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Definitii. — O solutie clasica a lui (31) este o functie u € C?*(Q)
care verificd (31). O solutie slab& a lui (31) este o functie u € H}(Q)
care verifica

(32) /QVU'VU—I—/QUUZ/QfU Yo € Hy(9).

N Ou ov
unde Vu - Vv = .
Sa punem in aplicare programul descris in capitolul VIII.

Etapa A. Orice solutie clasica este o solutie slaba. — Intr-
adevar, u € HY(Q) N C(Q) si w = 0 pe T, deci v € H(R2) conform
teoremei 1X.17 (vezi si remarca 20). Pe de altd parte, daca v € C}(Q)

/QVU-VU—I—/QUUZ/QfU

si, prin densitate, aceasta egalitate ramane valabila pentru orice v €
Hy(9).

averl

Etapa B. Existenta si unicitatea solutiei slabe.

e Teorema IX.21 (Dirichlet, Riemann, Hilbert). — Pentru
orice f € L*(Q)) exista si este unicd o solutie slabd u € H}(Q) a
problemei (31). In plus, u se obtine prin

) 1
Min,cya {5 Vol +1oP) = [ fo}.

Acesta este principiul lui Dirichlet.

DEMONSTRATIE. — Aplicam teorema lui Lax-Milgram in spatiul
Hilbert H = H}(2) cu forma biliniara

a(u,v) = /Q(Vu -V 4 uv)

si functionala liniara ¢ : v +— / fu.
Q
Etapa C. Regularitatea solutiei slabe. — Aceasta problema este

delicata; o vom aborda in §1X.6.

Etapa D. Reintoarcerea la solutia clasica. — Sa admitem ca
solutia slabd u € H{(£2) a lui (31) apartine spatiului C?*(Q) si c& ) este
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de clasa C'. Atunci u = 0 pe T’ (din teorema IX.17). Pe de alta parte
avem

/Q(—Au—l—u)v:/gfv Vv € CH(Q)

gi deci —Au+u = f a.p.t. in Q deoarece C}(f2) este dens in L*(Q2). De
fapt, avem —Au +u = f peste tot in Q deoarece u € C?(Q); deci u este
o solutie clasica.

Vom descrie in continuare alte cateva exemple. Insistam asupra fap-
tului ca este absolut fundamental sa precizam foarte clar spatiul
functional pe care se cauta solutia slaba.

Exemplul 2. (Problema lui Dirichlet neomogens). Fie 2 € RY un
deschis méarginit. Cautdm o functie u :  — R care verifica

—Au+u=f nQ
(33)

u=gqg pe I’

unde f este data pe 2 si g este o functie data definita pe I'.
Presupunem c existd o functie g € H'(Q) N C(Q) astfel incat g = g
pe I' (**) si introducem multimea
K={ve H(Q); v—ge Hy(Q)}.
Din teorema IX.17 rezulta ca multimea K nu depinde de alegerea lui g

si depinde doar de g; K este un convex inchis nevid in H().

Definitii. O solutie clasica a lui (33) este o functie u € C%*(Q) care
verifica (33). O solutie slaba a lui (33) este o functie u € K care verifica

(34) /(Vu Vo + uv) = / fv Vv e Hi(Q).
Q Q
Este evident ca orice solutie clasica este solutie slaba.

e Propozitia IX.22. — Pentru orice f € L*(() exista si este
unic u € K, solutie slaba a lui (33). In plus, u se obtine prin

) 1
Min,ex { [avep +o) = [ fv} .
2 Jo Q
24 Aceastd ipotezd este verificatd, de exemplu, daci Q este de clasi C! si g €
CH(T). Daca Q este suficient de neted nu este necesar si presupunem ci g € C(€Q).

Aplicand teoria de urma (vezi comentariile de la sfargitul acestui capitol), este suficient
s& stim ca g € HY(Q), adica g € HY/?(T).
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DEMONSTRATIE. — Observam mai intai ca u € K este solutie slaba
a lui (33) daca si numai dacd avem

(35) /g)Vu-(Vv—Vu)%—/gu(v—u)Z/Qf(v—u) Vv e K.

Intr-adevar, daca u este o solutie slaba a lui (33) este evident ca

/QVU-(Vv—Vu)—i—/Qu(v—u):/Qf(v—u) Vv e K.

Reciproc, daca u € K verifica (35), alegem v = uw + w in (35) cu w €
Hi(Q) si obtinem (34). Putem aplica acum teorema lui Stampacchia
(teorema V.6) in H = H'(Q). Studiul regularitatii si reintoarcerea la
solutia clasica se efectueaza ca in exemplul 1.

Exemplul 3. (Ecuatii eliptice de ordinul al doilea). Fie Q@ C RN o
multime deschisd i marginita. Fie functiile a;;(x) € C*(Q),1<4,j < N
care satisfac conditia de elipticitate

N
(36) > a(x)&E > alélf, Vo e, VEeRN cua>0.

1,5=1

Consideram de asemenea o functie ag € C'(2). Cautam o functie u : Q —
R care verifica

N9 ou
_ B e — in QO
) 132::1 o, <am 8@) +apu=f 1nQ,
u=20 pe I

O solutie clasica a lui (37) este o functie u € C?(Q) care verifica (37).
O solutie slaba a lui (37) este o functie u € H}(Q2) care satisface

N ou Ov L
(38) /szzlai‘jﬁmiaxj—'—/ﬂaouv_/gfv Vv € Hy(92).

Este evident ca orice solutie clasica este solutie slaba. Pe de alta parte,
daci ag(z) > 0 in Q atunci pentru orice f € L*() exista o unica solutie
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slaba v € H}: intr-adeviar, se aplicia teorema lui Lax-Milgram in spatiul
0> ) ]
H = H} cu forma biliniara si continua

Ju Ov
a(u,v) + / aou.
/ 12_31 Yo, O ’
Coercivitatea lui a( , ) rezulta din ipoteza de elipticitate si din inegal-
itatea lui Poincaré. Daca, in plus, matricea (a;;) este simetrica, atunci
forma a( , ) este simetrica si u se obtine prin

. 1 ov av
Mm”EHé{z/Q (2} Y 9z, 01, ) /f“}

Consideram acum urmatoarea problema mai generala: sa se gaseasca
o functie u : 2 — R care verifica

0
—Za U@ Zal +a0u—f in €,
(39) i, Li

u=0 pe '

unde a;(z) sunt functii date in C'(Q). O solutie slaba a lui (39) este o
functie u € H} astfel incat

ou Ov

ou
0[S0 [ S0P [ [ o e )
(40) Q%;a](?xiaxj+ in:a(?xiv+ | Qo va v 5
Introducem pe Hj () forma biliniara si continua asociata

ou Ov

ou
(41) a(u,v) :/(z%aijﬁzmﬁxj+/s)zi:ai(9:mv+/glaouv'

In general aceastda forma nu este simetrica (*°); in anumite cazuri ea
este coerciva: atunci se demonstreaza existenta si unicitatea solutiei slabe

via teorema lui Lax-Milgram. In toate cazurile avem

Teorema IX.23. — Daca f = 0, atunci multimea solutiilor u €
H;(Q2) ale lui (40) este un spatiu vectorial de dimensiune finita,

25In dimensiune N nu se cunoaste un artificiu care sa permits, ca in dimensiune 1,
sa reducem problema la cazul simetric.
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si zicem d. In plus, existd un subspatiu vectorial F C L*(Q2) de
dimensiune d astfel incat (*¢)

[(40) are o solutie] < {/ﬂ fo=0 VYvelkF|

REMARCA IX.24. — Presupunem ca ecuatia omogena asociata lui
(40), adica pentru f = 0, admite v = 0 ca solutie unica. Atunci, pentru
orice f € L?, existd u € H} solutie unicd a lui (40) (*"). In particular,
daca ag > 0 in {2 se demonstreaza — printr-o metoda de tip “principiu de
maxim” — ca (f = 0) = (u = 0). Deducem agadar, sub singura ipoteza
ag > 01n Q ca pentru orice f € L? existd u € Hy solutie unica a lui (40);
vezi Gilbarg-Trudinger [1] si [EX].

DEMONSTRATIE. — Fixam A\ > 0 suficient de mare astfel incat forma
biliniara

o)A
a(u,v) + | uv

s& fie coerciva pe H}. Pentru orice f € L? existd si este unic u € H}
astfel Incat

a(u,tp)—i—)\/ﬂugpz/gﬂp Vo € Hy.

Fiew = Tf; deci T : L? — L? este un operator liniar compact (deoarece
Q) este marginit, injectia H} C L? este compacti; vezi teorema IX.16 si
remarca 21). Ecuatia (40) este echivalenta cu

(42) u="T(f+ Au).
Introducem v = f 4+ Au ca noua necunoscuta si (42) devine
(43) v—ATv=f.

Concluzia rezulta prin aplicarea Alternativei lui Fredholm.

26 Altfel spus, [(40) are o solutie] < f satisface d conditii de ortogonalitate.

2TObservam legitura stransa dintre existenta si unicitatea solutiilor unei ecuatii
eliptice. Aceasta legatura remarcabila este o consecinta a Alternativei lui Fredholm
(teorema VI.6).
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Exemplul 4. (Problema Neumann omogend). — Fie @ ¢ R o
multime deschisa, marginita, de clasa C*. Cautam o functie u: Q — R
care verifica

—Au+u=f in Q
(44) o

— =0 r
on pe

ou
unde f este o functie data pe €; n reprezinta derivata normala exte-
n

L . Ou . . . .
rioara a lui u, adica — = Vu-n unde 71 este versorul normalei exterioare

on
la I'. Conditia pe frontiera a—u = 0 pe I' se numeste conditie Neumann
n
(omogena).

Definitii. — O solutie clasicad a lui (44) este o functie u € C?*(Q)
care satisface (44). O solutie slaba a lui (44) este o functie u € H'(Q)
care verifica

(45) /QVU'VU—I—/QUUZ/Q]CU Yo € H(Q).

Etapa A. Orice solutie clasica este solutie slaba. — Reamintim
mai intai ca, in virtutea formulei lui Green avem

(46) /Q(Au)v:/Fngda—/QVu-Vv Yu e C*(Q), Yve Q)

unde do este masura de suprafata pe I'. Daca u este o solutie clasica a
lui (44), atunci v € H*(Q) si avem

/Vu~Vv+/uv:/fv Vv e C1(Q).
Q Q Q
Deducem prin densitate (corolarul IX.8) ca

/QVu-Vv—i—/qu:/va Vo e H'(RQ).

Etapa B. Existenta si unicitatea solutiei slabe.

e Propozitia IX.24. — Pentru orice f € L?*(f2), existid o unica
solutie slaba v € H'(Q)) a lui (44). In plus, u se obtine prin

MinUEHl(Q){;/Q (|VU|2—{—U2) _/va}.
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DEMONSTRATIE. — Se aplicd teorema lui Lax-Milgram in H = H'(().
Etapa C. Regularitatea solutiei slabe; vezi §1X.6.

Etapa D. Revenirea la solutia clasicd. — Dacd u € C%(Q) este o
solutie slaba a lui (44), avem, conform (46),

ou _

4 [(-a [ orvde = [ (@),
(47) Q( u~+u)v + Fanvda va Vv e CH ()
In (47) alegem mai intai v € C}(f2) si obtinem

—Au+u= fin Q.
Revenim apoi la (47) cu v € C*(Q); obtinem

g ngda =0 YveliQ)
§ideci@:0pe1“.
on
Exemplul 5. (Domenii nemarginite). — In cazul in care ) este

un deschis neméarginit in R se impune — in plus fata de conditiile la
limita uzuale pe I' = 02 — o conditie la limita la infinit, de exemplu
u(z) — 0 daca |z] — oo. Aceasta se “traduce” la nivelul solutiei slabe
(%) prin conditia v € H'. Existenta si unicitatea solutiei slabe sunt ugor
de demonstrat:

Exemple: a) Q = R”Y; pentru orice f € L*(RY) ecuatia
—Au+u=f inRVN
admite o unica solutie slaba in sensul urmator:
ue HY(RY) i /RNVUVU—{—/RNuvz/RNfU Yo € HY(RM).
b) Q = RY; pentru orice f € L*(RY’) problema
—Au+u=f in RY

w(z’,0) =0 pentru 2’ € RV ™!

28Bineinteles, trebuie mai intadi demonstrat ci daca u este o solutie clasica astfel
incat u(z) — 0 daci |z| — oo, atunci in mod necesar u € H'; vezi un exemplu in
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admite o unica solutie slaba in sensul urmator:
u € HL () §i/Vu-Vv+/uv:/ fv Vv € Hy(Q)
Q Ja Q
c) Q = RY; pentru orice f € L?*(RY) problema

—Au+u=f nRY

0
a—u(aj’, 0)=0 pentruz’ € R"!
TN

admite o unica solutie slaba in sensul urmator:

u€ H' () §i/QVuVU+/QuU:/QfU Vv e H'(R).

IX.6 Regularitatea solutiilor slabe

Definitie. — Spunem ca un deschis € este de clasa C"™, m > 1 un intreg,
daca pentru orice x € I exista o vecinatate U a lui z in R si o aplicatie
bijectiva H : Q — U astfel incat

HeC0™Q), H'ceC™U), HQy)=UNQ, HQ,) =UNT.

Spunem ca €2 este de clasa C'*° daca (2 este de clasa C™ pentru orice m.
Principalele rezultate de regularitate sunt urmatoarele:

e Teorema IX.25 (Regularitatea pentru problema Dirichlet).
— Fie Q un deschis de clasd C? cu I' marginita [sau 2 = RY]. Fie
feLl*Q) siue Hi(Q) care verifica

(48) /QVu~V<p+/ng0:/Qfg0 Yo € Hy(Q)

Atunci v € H*(Q) si ||ul|lgz < C|/f||zz unde C este o constanti
care depinde doar de . In plus, daci  este de clasa C™"? si
f € H™(Q), atunci

u€ H™2(Q) cu |ul

Hm+2 S C||f||H’m

In particular, dacd f € H™(Q2) cu m > N/2, atunci u € C*(Q).



REGULARITATEA SOLUTIILOR SLABE 255
In sfarsit, dacd Q este de clasa C™ si dacd f € C*(Q), atunci

ue C®(Q).

Teorema IX.26 (Regularitatea pentru problema Neumann).
— Cu aceleasi ipoteze ca in teorema 1X.25 se obtin aceleasi
concluzii pentru solutia problemei Neumann, adica pentru u €
H'(Q) astfel incat

(49) /QVu-Vgo+/ng0:/Qfg0 Vo € HY(9Q).

REMARCA 25. — Se obtin aceleasi concluzii pentru solutia proble-
mei Dirichlet (sau Neumann) asociata unui operator eliptic de ordinul al
doilea general adica, dacd u € Hj(Q) verifica

ou 0
/Qzaijaxﬁx@]:/gfga Vo € Hy(2)
i,J ?

atunci

f€L2(Q) si aijEC<ﬁ):>U€H2(Q>

si, pentru m > 1, (¥)
feH™Q) si a; € C™NQ) = ue H"(Q).

Vom demonstra doar teorema IX.25; demonstratia teoremei 1X.26
este cu totul analoaga (vezi [EX]). Ideea principala a demonstratiei este
urmitoarea. Se stabileste mai Intai teorema IX.25 pentru Q = RY si
apoi pentru €2 = Rﬂ\rf . In cazul general al unui deschis oarecare €2 se
procedeaza in doua etape:

1) Regularitate in interior, adica in orice deschis w CC € (ne
inspiram din cazul Q = RY).

2) Regularitate in vecinatatea frontierei (ne inspiram — dupa
trecerea la harti locale — din cazul Q = RY).

29Dacs  este nemirginit, trebuie si presupunem in plus ca

D%a;j € L*(Q) Va,|a| <1 (resp. |a| <m+1).
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Recomandém cititorului sa inteleagd bine cazurile Q = RV 5i Q = Rf
inainte de a aborda cazul general.
Planul acestui paragraf este urmatorul:
A. Cazul Q = RV,
B. Cazul Q@ = RY.
C. Cazul general:
C,. Estimari in interior.
(5. Estimari in vecinatatea frontierei.
Ingredientul esential in demonstratie este metoda translatiilor (*°)
datorata lui L. Nirenberg.

A. Cazul Q) =RV,
Notatie. — Fiind dat h € RY, h # 0, punem

u(z — h) — u(x)
1

Dyu = —(mpu — u), adica Dyu(z) =

In (48) luam ¢ = D_p(Dpu), ceea ce este posibil deoarece ¢ €
HY(RY) (cici u € H'(RY)); obtinem

[19Dsul + [1Dul? = [ £ Da(Dyu)
si deci
(50) IDvullfn < [ fllz2 1 D-n(Dpu) || 2-
Pe de alta parte avem
(51) 1Dy < [ V0llary o € HY,
Intr-adevar, reamintim (propozitia 1X.3) ca

ID_wvll 2@y < IVUll2@yy  Yw CCRY, Vi

de unde rezulta (51). Combinand (50) si (51) obtinem

[DrullFi < I fllz2ll Duull 2

30Numita si tehnica caturilor diferentiale.
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si deci
(52). [ Dpull e < ||| 22

In particular

0
HDh <l Vi=1,2,... N
axi L2
. . 8“ 1 e e . o . . 2
si deci € H* (conform propozitiei IX.3); de aici obtinem u € H*.

aZ‘Z‘

Aratdm acum ca f € H' = w € H3 Notam cu Du una dintre
du

B 1 <4 < N. Stim deja ca Du € H'. Trebuie sd aratam ci
x.

Du € H?. Pelntru aceasta e suficient sa verificam ca
(53) /V(Du) Vo + /(Du)go - /(Df)gp Vo € H

(se aplica apoi etapa precedentd care implicd Du € H?, deci u € H?).
Fie agadar ¢ € C°(RY). In (48) putem inlocui ¢ cu Dy. Obtinem

/Vu~V(Dg0)+/uDg0:/ngo

derivatele

si deci
[ V(D) Ve+ [(Dup= [(Dhe Ve ®RY).

Aceasta implicd (53) deoarece C°(RY) este dens in H'(RY) (corolarul
IX.8).

Pentru a arita cd f € H™ = u € H™"? este suficient s rationdm
prin inductie in raport cu m si sa aplicam (53).

B. Cazul Q = RY

Utilizam din nou translatii, dar doar in directiile tangentiale,
adicd alegem h € RY™! x {0} : spunem c& h este paralel cu frontiera
si notam aceasta cu h || I'. Este esential de observat ca

u € HY(Q) = mu € HY(Q) daca b || T.

Cu alte cuvinte, H}({)) este invariant la translatii tangentiale.
Alegem h || T' si luam ¢ = D_p(Dju) in (48); obtinem

IV + [ 1Dl = [ f DDy,
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adica
(54) I Dpullzn < fllz2 | D-n(Dpw)llze -

Folosim acum

Lema IX.6. — Avem

1Dwll 2y < IV0lle Vo € HY(Q), Vh|T.

DEMONSTRATIE. — Presupunem mai intéi ca v € CH(RY) si urmam
demonstratia propozitiei IX.3 (observam ca daca h || I atunci Q+th =
pentru orice 0 < t < 1). Pentru v € H'(Q) se rationeaza prin densitate.

Combinand (54) si lema IX.6 obtinem

(55) [ Dyullg < || f|] 2 Vh T
Fie1<j<N,1<k<N-—1,h=lhlegsi p€CX(Q). Avem
ou Op
D[ %) o= —/ ol ad
/ ' (5%) 7 e (3%’)
si, conform (55),

< I fllz2 llell 2

S (3)

Trecand la limita cu A — 0 obtinem

D?p
< 1<j<N,1<EZN-1.
(56) ]/ uaxjaxk‘_llfllm el ¥1<j<N 1<k

Aratam 1n sfarsit ca

e -
(57) JusZ <Ml lelie o € C(9).
ox3,
Pentru aceasta revenim la ecuatia (48); aceasta implica inegalitatea
82¢ N-1 3290
—_—a < - - < C 2 2
\/u% < 3 |[uga| + | 0 —we| < siin bl
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conform (56). Combinand (56) si (57) gasim

D?p
<C v Cr(Q), V1<jk<N.
[ ] <Clifle el vo e cx@, i<ids
In consecinta, u € H?(Q2) (de notat ca exista fjx € L*(Q2) astfel incat
0%
= : i C(Q

conform teoremei lui Hahn-Banach si teoremei de reprezentare Riesz-
Fréchet).
In sfargit, ardtam ca f € H™(Q) = v € H™?(Q). Notam cu Du
U
una dintre derivatele tangentiale Du = EIet 1 <7 < N—1. Stabilim
x.

j
lema urméatoare si rationdm apoi prin inductie in raport cu m (31).

Lema IX.7. — Fie u € H*(Q) N H}(Q) verificand (48). Atunci
Du € H} () si

(58) [ V(D) Vet [(Dup= [(DNe Ve e HYQ).

DEMONSTRATIE. — Singurul punct delicat consta in a demonstra ca
Du € H(Q) [intr-adevar alegem ¢ € C°(Q) si inlocuim ¢ cu Dy in
(48); de aici deducem (58) prin densitate]. Fie h = |hle;, 1 < j < N —1;
atunci Dyu € H} (deoarece H|} este invariant la translatii tangentiale).
Conform lemei IX.6 avem

1Dyl < |2

Deci exista un gir h, — 0 astfel incat Dj, u converge slab la g in Hj
(deoarece H{} este spatiu Hilbert). In particular, Dj, u — g slab in L.
Pentru ¢ € C°(Q2) avem

/(Dhu)<ﬂ = —/UD—hSO

si, prin trecere la limita cand h,, — 0, obtinem

/gsoz—/ugz Vi € C2(Q).

31Pentru a estima derivatele normale, trebuie si revenim inci o dati la ecuatia
(48).



REGULARITATEA SOLUTIILOR SLABE 260
. Ou

Deci oz, =g € Hy(9).
C. Cazul general.
Demonstram cd f € L*(Q) = u € H*(Q) (3). Pentru a simplifica,

presupunem ca {2 este marginit; folosim o partitie a unitatii si scriem
k

u= Z f;u ca in demonstratia teoremei IX.7.
i=0

;. Estimari in interior.

Este vorba de a demonstra ca fyu € H?(2). Deoarece Oy € C°(€2),
functia Gpu prelungitid cu 0 in afara lui Q apartine lui H'(RY) (vezi
remarca 4b)). Se verificd cu usurinta ca fyu este o solutie slabd pe RY a
ecuatiei

cu g € L*(RY). Din cazul A deducem ci fyu € H*(R"Y) cu
10oull 2 < CUIA N2 + ullr) < Cllflz2

deoarece ||u]lgr < ||f]lz2 (conform (48)).

Cs. Estimari in vecinatatea frontierei
Este vorba de a demonstra ci 6;u € H?(2) pentru 1 < i < k. Ream-
intim ca 0; € C°(U;) si ca exista o bijectie H : @ — U astfel incat

HeCXQ), J=H"'eC*U), HQ,)=2nU;, H(Qy) =TnNU,.

Scriem x = H(y) siy = H '(x) = J(x).
Se verifici cu usuringd cd v = Q;u € Hi(Q N U;) gi cd v este solutie
slaba pe Q2 N U; a ecuatiei

—Av=0;f —0;u—2V0;- Vu— (Ab;)u=g
cug e L2(QNU) si|lgllze < C|fllz2. Mai precis avem

(59) Vv -Vedr = / gedr Yo € Hy(QNUj).
QNU; QNU;

32Pentru a demonstra ci f € H™(Q) = u € H™2(Q) se rationeaza prin inductie
in raport cu m ca in cazurile A si B.
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Transportam vjony, pe (4. Fie

w(y) = v(H(y)) pentruy € Qs
adica
w(Jz) =v(x) pentruz e QNU;.

Lema urmatoare — care este fundamentala — arata ca ecuatia (59) se
transporti pe @4 intr-o ecuatie eliptici de ordinul al doilea (33).

Lema IX.8. — Cu notatiile de mai sus, avem w € H}(Q) si

ow 81&
= d
(60) HZ/ o e = [ By € H(Q)

unde § = (go H)|Jac H| € L*(Q.) si functiile a,, € C'(Q. ) satisfac
conditia de elipticitate (36).

DEMONSTRATIE. — Fie ¢ € H}(Q+) si punem p(x) = ¢(Jx) pentru
r € QNU;. Atunci ¢ € HY}(QNT;) si

o _owon 0y _swovos,
Ox; G Oyy Ox;’  Ox;  “7 Oy Oxj

Deci

Vv Veodr = [ony, Zjnke gi’j gif 3;2 g;i dz
0Jy 0Jy Ow 0
_ 01 0Ji 0w 00 1. H| dy
Q+ ke axj axj ayk Gyz

QNU;

conform formulelor uzuale de schimbare de variabila pentru integrale. In

consecinta,
ow oY
61 Vou-Vodr =
(61) [ Vv Vedr = /%akgaykae y
o 0, 0J
akg—z i E‘J H’

33Mai generald este conditia de elipticitate care ramane stabili printr-o
schimbare de variabila.
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Observam cd age € C(Q) si conditia de elipticitate este satisfacuta
deoarece pentru orice £ € RV, avem

2

Oie | > alél?

> o

> awrée = [Jac H| Y
] i

cu a > 0 deoarece matricile jacobiene Jac H si Jac J nu sunt singulare.
Pe de alta parte avem

(62) / ggod:c:/ (g o H)yplJac H| dy.
QNU; Q+

Combinand (59), (61) si (62) obtinem (60), ceea ce incheie demonstratia
lemei IX.8.

Ardtam acum cd w € H*(Q4) si ca ||w| gz < C|gllz2 (®*); aceasta va
implica, prin revenirea la Q N U; ci O;u apartine lui H2(Q2 N U;) si deci,
in fapt, lui H2(Q) cu ||0;ul|gz < O f]|Le-

Ca in cazul B (2 = RY) folosim translatii tangentiale. In (60)
alegem ¢ = D_,(Dyw) cu h || Qo si |h| suficient de mic pentru ca
e Hy(Qy) (%). Astfel obtinem
ow\ 0 -

(63) kzt; /Q D (““ayk> 5y, (D) = [ 5D (Dyw)

Dar
(64) [ 9D-4(Dyw) < lgll2 | D-n(Drw) |z < [13]12]| Y Do
+

(lema IX.6).
Pe de alta parte, scriem

ow

Dyw(y) + (Drare(y)) E

(),

ow 0
D — = + h)—
h (ake ayk> (3/) er(y )3yk

si, ca o consecinta,

(65)
ow\ 0
Dy, | ae=— | =—(Dpw) > a|V(Dyw)||72 — Cllwl|m ||V Dpw|| 2.
kZZ/Q+ h( M&Uk) 8ye( nw) = o V(Dyw)l[g |wl g ||V Dpw||

34Tn continuare notim cu C diverse constante care depind doar de ay;.
35Reamintim c& Suppw C {(z/,zn);|2'| <1 -5 0<azy <1—6}cud > 0.
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Combinand (64) si (65) obtinem

(66) IVDywllz2 < Cllwllar +[|9]122) < Cligll 22

(observam ca din (60) si din inegalitatea lui Poincaré avem ||wl/z <
Cllgllz2)-
Deducem din (66) — ca in cazul B — ca
(67)
ow Gw

Pentru a conchide cd w € H?(Qy) (si [[w]|lzz < C||g||z2) ramane si
aratam ca

ow oY

68
(68) S

< Cllgllee [0l Vo € Co(Q).

Pentru aceasta revenim la ecuatia (60) unde inlocuim ¢ cu
(1/ann) (v € CHQ)); acest lucru este posibil deoarece ayy € CHQ,)
si ayy > a > 0. Rezulta ca

/ . ow 0 <w )_
NNayNayN aGNN

_ [ G, / 0,20 0 < ¥ )
Q+ ANN Q+ Zayk Oye \ann 7
adica
ow oY 1 Odayy Ow J
= —|— _—
Q+ ayN 8?JN /Q+ NN aIUN a?/N /Q+ aNN¢
ow 8ak[ Q/J
(69) R

NN) Q+ 8yk' 83/2 aNnN

ow 9 ( ag
. z D0 ((uey),
(k,0)£(N,N) @+ OYk OYe NANN

Combinand (67) (%) si (69) obtinem

<C 14 |9]|| 12 . VY 6061 ,
Q+ ﬁyN ay (Hw”H HgHL )H¢||L w (Q+>

2k in loc de 9.

36Folosim (67) cu
aNN
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de unde (68).

REMARCA 26. — Fie  un deschis oarecare si u € H'(Q2) astfel incat

/Qvu.w:/Qﬂp Vi € C%(Q).

Presupunem ci f € H™(Q). Atunci fu € H™2(Q) pentru orice § €
C>(Q): spunem ca u € H“*(Q)) [pentru a demonstra acest lucru e
suficient sa reluam estimarile a priori din cazul C si sa rationam prin
inductie in raport cu m|. In particular, daca f € C*(Q) atunci u €
(@) ().

Aceeasi concluzie ramane valabila pentru o solutie foarte slaba,
adica o functie u € L?(2) astfel incat

—/QuAsoz/Qfso Vi € C°(Q2)

(demonstratia este putin mai delicata; vezi de exemplu Agmon [1].)
Insistam asupra caracterului local al teoremelor de regularitate. Fie
f e L*Q) si fie uw € HY(Q) unica solutie a problemei

/S)Vu«Vgo—l—/(zugo:/Qfgo Vi € Hy ().

Fixam w CC €; atunci uj, depinde de valorile lui f pe intregul 2 —
si nu doar de valorile lui f pe w (*®). Din contra, regularitatea lui
u), depinde doar de regularitatea lui f|,; de exemplu f € C*(w) =
u € C*°(w) chiar daca f este foarte neregulata in afara lui w. [Spunem
ca A este hipoeliptic].

REMARCA 27. — Rezultatele de regularitate sunt, dintr-un anumit
punct de vedere, putin surprinzatoare. Intr-adevar, o ipoteza facuta
2
. - . . U o
asupra lui Au, adica asupra sumei derivatelor Z 922 antreneaza o
3 €T
7 1

2

(%i@xj

concluzie de aceeagi natura asupra tuturor derivatelor consi-

derate in mod individual.

3"Dar, in general, u ¢ C(Q) (chiar daci Q este de clasi C°°) deoarece conditia
pe frontiera nu a fost prescrisa.

38De exemplu, daca f >01in Q, f #0si f = 0 in w avem totusi intotdeauna u > 0
in w (vezi principiul tare de maxim in comentariile cu privire la acest capitol).
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IX.7 Principiul de maxim

Principiul de maxim este un instrument foarte util ce admite mai multe
formulari. Expunem aici unele forme simple.
Fie o submultime deschis& oarecare a lui RV .

e Teorema IX.27 (Principiul de maxim pentru problema
Dirichlet). — Presupunem ca (%)

feLl? ) si ve H(Q)NCK)
satisfac
(70) /Vu-Vg0+/ug0:/fg0 Vo € HY(Q).
Q Q Q
Atunci, pentru orice x € (),

Min {Infru, Info f} < u(x) < Max {Suppu, Supg f}.

Aici si In ceea ce urmeaza, Sup = Sup ess si Inf = Inf ess/]

DEMONSTRATIE. — Utilizam metoda troncaturilor a lui Stam-
pacchia. Fixam o functie G € C*(R) astfel incat
(i) IG'(s)| < M Vs €R,
(77) G este strict crescatoare pe (0, +00),
(1ii) G(s) =0 Vs <0.
Definim
K = Max{Supr u, Sup, [}

i presupunem K < oo (altfel nu am avea nimic de demonstrat). Fie
v=Gu—K).

Vom distinge doua cazuri:

a) Cazul |Q| < co.

Atunci v € H'(Q) (din propozitia IX.5 aplicata functiei ¢ — G(t —
K) — G(—K)). Pe de altd parte, v € H}(2) deoarece v € C(Q) i v =0

39Daca € este de clasa C' se poate elimina presupunerea u € C(Q) apeland la
teoria de urma care da un sens lui up (a se vedea comentariile de la sfarsitul acestui
capitol); de asemenea, daci u € H}(Q) presupunerea u € C(Q) poate fi eliminata.
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pe I' (vezi teorema 1X.17). Introducem acest v in (70) si procedam ca in
demonstratia teoremei VIII.17.

b) Cazul |Q| = cc.

Avem atunci K > 0 (deoarece f(r) < K a.p.t. in Qi f € L*(Q)
implica K > 0). Fixam K’ > K. Din propozitia IX.5 aplicata functiei
t— G(t — K') vedem cd v = G(u — K') € H'(Q). Mai mult, v € C(Q)
si v =0 pe I'; astfel v € H}(2). Introducand acest v in (70) avem

20 T _ KN = _ K
(71) /Q|Vu\ a'(u K)—i—/QuG(u K') /ch:<u K.
Pe de altd parte, G(u — K') € L*(Q) deoarece (1)
0<Glu—K') < Mlul

si, pe multimea [u > K'| = {z € Q; u(z) > K'} avem

K'/[ }]u|§/u2<oo.
u> K’ Q

Deducem din (71) ca
/Q(u _K)G(u—K') < /Q(f _ K)G(u—K') <0.

Urmeaza ca uv < K" a.p.t. in Q i astfel © < K a.p.t. in Q (deoarece
K' > K este arbitrar.)

e Corolarul IX.28. — Luam f € L*(Q) si u € HY(Q)NC(Q) (*)
sa satisfaca (70). Avem

(72) (u>0pel si f>01n Q)= (u>01in Q),

(73) [ull oo (@) < Max {[|ull ooy, | fll () }-
In particular,

(74) daca f =0 in Q atunci ||ul[z~@) < [Ju| L)

40Deoarece G(u — K') — G(—=K') < Mlu| si G(—K') = 0 atunci cand —K' < 0.
41Ca mai inainte, presupunerea u € C(f2) poate fi eliminata in unele cazuri.
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(75) dacd u =0 pe I' atunci [Jul|z~@) < || fllz=(@)

REMARCA 28. — Daca () este marginit si u este o solutie clasica a
ecuatiei

(76) —Au+u=f inQ

se poate da o altd demonstratie a teoremei IX.27. Intr-adevar, fie zy €
un punct astfel incat u(zg) = Maxqgu.
i) Daca xy € T', atunci u(zg) < Suppu.

u
it) Daca xy € §, atunci Vu(zg) = 0 si W(aso), pentru orice 1 <
Ly

i < N, asa incat Au(zg) < 0. Din aceasta, utilizand ecuatia (76) avem

u(zo) = f(o) + Au(wo) < f(zo)-
Aceasta metoda are avantajul ca se aplica la ecuatiile eliptice de or-
dinul al doilea generale:

(77> _Z 833 (zga > Zaz ‘I‘U—f in €.

i,j=1

Punctam ca daca zy € €2, atunci

N
ij <0;
i;:l (I](.TQ) 31‘18% (I'O) —

Intr-adevar, printr-o schimbare de coordonate (depinzand de z;) se poate
reduce la cazul cand matricea a;;(zo) este diagonala. Concluzia teo-
remei IX.27 ramane adevarata pentru solutiile slabe ale lui (77), dar
demonstratia este mai delicata; a se vedea Gilbarg-Trudinger [1].

e Propozitia IX.29. — Presupunem ca functiile a;; € L*(Q)
satisfac conditia de elipticitate (36) si ca a;, ap € L>®(Q) cuap >0
in Q. Fie f € L*(Q) si u e HY(Q)NC(Q) (**) astfel incat

78) /QZZJ: aijgxlax] /Z axlgo—i—/ apup = /fgo Yo € Hy(Q).

42Ca mai inainte, presupunerea u € C(f2) poate fi eliminata in unele cazuri.
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Atunci
(79) (u>0pel si f>0in Q)= (v>01in Q).

Presupunem ca ag =0 si ca () este marginit. Atunci

(80) (f>01n Q) = (u > Infru in Q)
si
(81) (f=01n Q) = (Infr <wu < Suppu in Q).

DEMONSTRATIE. — Demonstram acest rezultat in cazul a; =0, 1 <
i < N; cazul general este mai delicat (a se vedea Gilbarg-Trudinger,
Teorema 8.1). A stabili (79) este acelagi lucru cu a arata ca

(79) (u<Opel' i f<0pef)= (u<0in).

Alegem ¢ = G(u) in (78) cu G ca in demonstratia teoremei IX.27;
obtinem astfel

/Z Ug;i 88;] (u) <0
si deci
/Q]Vu|2G’(u) <0
Definim H(t) = /Ot[G’(s)]l/2 ds; asa incat

H(u) € Hy(Q) si |VH(u)]* = |Vul*’G'(u) =0

Urmeaza cad H(u) = 01in Q (*3) si de aici u <0 in Q.
Demonstram acum (80) in forma urmatoare
(80) (f<0in Q)= (u < Suppu in Q).
Definim K = Suppu; atunci (u — K) satisface (78) deoarece ag = 0
i (u— K) € H'(Q) pentru ca Q este marginit. Aplicand (79") obtinem
u— K <01n €, adica (80'). In final, (81) urmeaza din (80) si (80’).

43Subliniem c& dacd f € Wol’p(Q) cul<p<oogiVf=0inQ, atunci f =0 1in
Q. Intr-adevar, fie f prelungirea lui f cu 0 in afara lui Q; atunci f € WH?(RMN) si

Vf=Vf=0 (vezi propozitia IX.18). Ca o consecinta f este constanta (vezi remarca
8) si deoarece f € LP(RYN), f = 0.
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Propozitia IX.30. (Principiul de maxim pentru problema
Neumann). — Fie f € L*(Q) si u € H'(Q) astfel incat

/VuVVg0+/u90:/fg0 Yo € H'(Q).
Q Q Q
Atunci avem, pentru a.p.t. z € (),

Infof < wu(x) < Supgf.

DEMONSTRATIE. — Aceasta este similara cu aceea a teoremei 1X.27.

IX.8 Functii proprii si descompunere spectrala

In aceasta sectiune presupunem ca €2 este o multime deschisa marginita.

e Teorema IX.31. — Exista o baza Hilbertiana (e,),>; a lui
L*(Q2) si un sir (\,),>1 de numere reale cu \, >0 Vnsi \, — 400
astfel incat

(82) e, € H1(Q) N C®(Q),

(83) —Ae, = A&, In Q.

Spunem ca (\,) sunt valorile proprii ale lui —A (cu conditia Dirichlet
pe frontiera) si ca (e,) sunt functiile proprii asociate.

DEMONSTRATIE. — Pentru f € L*(Q) dat, notdm u = T'f unica
solutie u € HJ(2) a problemei

(84) /QVU-Vgo:/chp Ve € HL(Q).

Consideram T ca un operator de la L*(Q2) in L*(Q2). T este un op-
erator compact autoadjunct (repetati demonstratia teoremei VIII.20 si
utilizati faptul cd HJ(2) C L*(Q) cu injectia compactd). Pe de alta
parte, N(T) = {0} si (T'f, f)r= > 0 Vf € L% Concluziondm (aplicand
teorema VI.11) c& L? admite o baza Hilbertiana (e, ) formata din functii
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proprii ale lui 7" asociate valorilor proprii (u,) cu p, > 0 §i g, — 0.
Astfel avem e,, € H}(Q) si

1
/Ven-V<,0:—/engo Y € Hy(Q).
Q [, 02

n
Cu alte cuvinte, e, este o solutie slaba a lui (83) cu A\, = 1/u,. Din
rezultatele de regularitate ale lui §1X.6 (a se vedea remarca 26) stim ca
e, € H*(w) pentru orice w CC Q. Urmeazd ci e, € H*(w) pentru
orice w CC (2 si atunci e, € HYw) pentru orice w CC €, ete. Astfel
en € Np>1H™(w) pentru orice w CC 2. In consecintd, e, € C™(w)
pentru orice w CC €2, adica e, € C*(2).

REMARCA 29. — In ipotezele teoremei IX.31 sirul (e,/v/A,) este o
baza Hilbertiana a lui H}(Q) inzestrat cu produsul scalar /Q Vu - Vv
[respectiv (e,/v/A, + 1) este o bazd Hilbertiand a lui H} inzestrat cu
produsul scalar [ (Vu - Vv 4+ wov)]. Intr-adevar, este limpede ca girul
(en/V/n) este ort%normal in H}(Q) (a se utiliza (83)). Rdméane de ve-
rificat cd spatiul vectorial generat de (e,) este dens in H}(2). Deci, fie
f € H}(Q) astfel incat (f, en)yr = 0 Vn. Trebuie sa demonstrdm ca
f = 0. Din (83) avem )\n/enf =0 Vnsiin consecinta f = 0 (deoarece
(€,) este o bazd Hilbertiana a lui L?(Q)).

REMARCA 30. — In ipotezele teoremei IX.31 se poate demonstra ca
en € L®(Q) (vezi [EX]). Pe de alta parte, daca Q este de clasa C'*° atunci

en € C(1); acest rezultat urmeaza usor din teorema IX.25.

REMARCA 31. - Presupunem ca functiile a;; € L*(Q2) satisfac
conditia de elipticitate (36) si fie ap € L>*(€2). Atunci exista o baza
Hilbertiand (e,) a lui L?(Q) si un sir (\,) de numere reale cu A\, — +oo
astfel incat e, € Hy(Q) si

e, Op
/Q%:ajaxiéxj—k/ﬂaoegp | en® Vo € Hy(2)

IX.9 Comentarii asupra capitolului IX

Acest capitol este o introducere in teoria spatiilor Sobolev si a ecuatiilor
eliptice. Cititorul care doreste sa aprofundeze acest subiect larg poate
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consulta o vasta bibliografie; citam printre altii, Agmon [1], Bers-John-
Schechter [1], Lions [1], Lions-Magenes [1], Friedman [2], Miranda [1],
Folland [1], Treves [4], Adams [1], Gilbarg-Trudinger [1], Stampacchia
[1], Courant-Hilbert [1] Vol. 2, Weinberger [1], Nirenberg [1] i referintele
din interiorul acestor lucrari.

1) In capitolul IX am presupus adeseori ca  este de clasa C1; aceasta
presupunere exclude de exemplu domeniile cu “colturi”. In diverse situatii
se poate slabi aceasta ipoteza si inlocui prin conditii mai degraba “exo-
tice”: Q este de clasa C' pe portiuni, Q este Lipschitzian, ) are pro-
prietatea conului, €} are proprietatea segmentului etc.; a se vedea, de
exemplu, Adams [1], Agmon [1], Necas [1].

2) Teorema IX.7 (existenta unui operator de prelungire) se extinde la
spatiile W™P(Q) (Q de clasa C™) cu ajutorul unei generalizari adec-
vate a tehnicii de prelungire prin reflexie; a se vedea Adams [1],
Agmon [1], Necas [1].

3) Aici sunt cateva inegalitati foarte utile pentru normele Sobolev:

e A) Inegalitatea lui Poincaré-Wirtinger. — Fie (2 o multime
deschisa conexi de clasa C! si fie 1 < p < co. Atunci existd o
constanta C astfel incat

1
Ju— e < c|Vulle VueW'(Q), unde u= |Q|/Qu

Din aceasta se deduce, datorita inegalitatii lui Sobolev, ca daca p <
N,
|u — || < | Vul|e Yu € WHP(Q).

Vezi, de exemplu [EX].

e B) Inegalitatea lui Hardy. — Fie 2 o multime deschisa,
marginita de clasid C! si fie 1 < p < co. Fie d(z) = dist (z,T).
Exista o constanta C' astfel incat

HZH < C|Vull» Vu € WP Q).
Lp
Reciproc,

(ue W(Q) si (u/d) € LP(Q) = (u € W,P(Q)).
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A se vedea Lions-Magenes [1] si [EX] pentru cazul p = 2.

¢ ) Inegalitatile de interpolare ale lui Gagliardo-Nirenberg.
Mentionam doar cateva exemple care sunt frecvent intalnite in aplicatii.
Pentru cazul general vezi Nirenberg [1] sau Friedman [2]. (Unele din
aceste inegalitati sunt demonstrate in [EX]).

Pentru a fixa ideile, fie @ € RY o multime deschisa marginita regu-
lata.

Exemplul 1. - Fieu € LP(Q)NW2"(Q) cul < p<oosil <r < oo.
Atunci u € W4(Q) unde ¢ este media armonica a lui p si r, adica

1 1 (1 1) )
=5zt
qg 2\p r
1/2 1/2
[ Dul[re < Cllullya:lull s
Cazuri particulare: a) p= o i, de aceea, ¢ = 2r. Avem
1/2 1/2
|Dullzar < i3 ull 2.

Aceasta inegalitate poate fi utilizata, printre altele pentru a arata ca
W2 N L* este o algebra, altfel spus

u, v € WA NL>® = uww e W' N L™

laceasta proprietate ramane adevarata pentru W™ N L cu m intreg,
m > 2.
b) p=q=r. Avem

|Dullze < Cllulif?,llulis
De aici se poate deduce, in particular, ca
| Dullz» < e||D?ul|r + Col|ul| v Ve > 0.
Exemplul 2. - Fie 1 < ¢ < p < co. Atunci

85) lluller < Cllullselul%~r Yue W N(Q), unde a=1- 1.

p
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Subliniem cazul particular care este frecvent utilizat
) 1
N =2 p=4, q:2§1a:§,

altfel spus

1/2 1/2
lull s < Cllull 2wl Vu e HY(Q).

Remarcam, in aceasta relatie, ca am utilizat de asemenea inegalitatea de
interpolare uzuala (remarca 2 din capitolul IV)

- q
lull e < Jullbafluf|ie cu a=1-12

dar aceasta nu implica (85) deoarece W nu este continut in L.

Exemplul 3. - Fie 1 <¢<p<oosir>N. Atunci
(86) lullee < Cllullz®ulliy:,  Vu € WH(Q)

unde a = (1/¢—1/p)/ (1/q¢+ 1/N —1/r).

¢ 4) Urmitoarea proprietate este uneori utila. Fie u € WP((Q)
cul < p < oo si orice multime deschisa. Atunci Vu = 0 a.p.t. pe
multimea {z € Q; u(x) = k} unde k este orice constanta; vezi Stampac-
chia [1] sau [EX].

x 5) Functiile din W1?(Q) sunt diferentiabile in sensul uzual a.p.t.
in Q cand p > N. Mai precis, fie u € WHP(Q) cu p > N. Atunci exista
o multime A C €2 de masura zero astfel incat

lim u(x 4+ h) —u(x) — h - Vu(z)
o A

—0 Vre\A

Aceasta proprietate nu este valabila cand u € W?(Q) sip < N (N > 1).
Asupra acestei chestiuni a se consulta Stein [1] (capitolul 8).

6) Spatii Sobolev fractionare. Se poate defini o familie de spatii
intermediare intre LP(Q) si W?(Q). Mai precis daci 0 < s <1 (s € R)
si 1 < p < oo definim

Wwﬁbz{ueﬂﬂbﬁj?#ﬁ%geL%QxQ%,
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inzestrat cu norma naturald. Definim H*(Q) = W*%(Q). Pentru studii
asupra acestor spatii, vezi Adams [1], Lions-Magenes [2], Malliavin [1].
Spatiile W*P?(Q2) pot fi, de asemenea, definite ca spatii de interpolare
intre WP i LP, si, de asemenea, utilizand transformata Fourier daca
p=2si Q=R

In fine, definim W*P(Q)) pentru s > 1 real, diferit de un intreg, dupa
cum urmeaza. Scriem s = m + o cu m = partea intreaga a lui s, si
definim

WeP(Q) = {u e W™P(Q); D € W7P(Q) Va cu |af=m}.

Cu ajutorul hartilor locale se poate, de asemenea, defini W*P(I") unde
" este o varietate neteda (de exemplu frontiera unei multimi deschise
regulate). Aceste spatii joaca un rol important in teoria de urma (vezi
comentariul 7).

e 7) Teoria de urma. — Fie 1 < p < co. Incepem cu o lema
fundamentala:

Lema IX.9. — Fie Q) = Rf . Exista o constanta C astfel incat

1/p
(/RN_I ‘u(gj’70)‘Pdm’> < CHUHWLP(Q) Vo € CCI(RN).

DEMONSTRATIE. — Fie G(t) = [t|P7't si u € CHRY). Avem

G(u(e',0)) = /+OO : 7 —G(u(e, zn)) dry

0 01‘1\; 5
u
— _/ x,xN))%(x’,azN)dmN.
De aceea
lu(x’,0)|P <p/ u(z’, zn) P! il (x’,xN) dx
3xN
p
<C / lu(a, xN)]pd:EN+/ (:U TN) da:N]
0

si concluzia urmeaza prin integrarea in ’ € RV~

Se poate deduce din Lema IX.9 ca aplicatia v +— wr cu I' = 90 =
RN x {0} definita de la CH(RY) in LP(T), se extinde, prin densitate, la
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un operator liniar marginit al lui W?(Q) in LP(T'). Acest operator este,
prin definitie, urma lui u pe I'; aceasta este, de asemenea, notata u.

Remarcidm ci existd o diferentd fundamentald intre LP(RY) si
WtP(RY); functiile din LP(RY) nu au o urmi pe I'. Se poate
usor imagina—utilizand harti locale—cum se defineste urma pe I' = 0¢2,
pentru o functie u € WP(Q) cand Q este o multime deschisa neteda
din RY (de exemplu, Q de clasd C' cu I' marginitd). In acest caz ur €
LP(T") (pentru masura de suprafata do). Cele mai importante proprietati
ale urmei sunt urmatoarele:

i) Dacd u € W'P(Q), atunci, de fapt ur € W'=/P2(T) si

||U\F||W1*(1/p),p(r) < CHUHWlp(Q) Yu € WLP(Q)‘

Mai mult, operatorul urma u — ur este surjectiv de la W'?(Q) la
Wi=(/pp(T),
i) Nucleul operatorului urméa este Wy (), adici

WP (Q) = {u € W(Q)| ur = 0}

i1i) Avem formula lui Green:

_ 1
axz = / axl+/uvn é)do Yu,v € H ()

unde 7 este versorul normalei exterioare la I'. Punctam ca integrala de
suprafata are un inteles deoarece u,v € L*(T).

u
In acelasi mod putem vorbi de n pentru o functie u € W2P(Q):
n

0
definim 2% = (Vu)r - 71, care are un sens deoarece (Vu)r € LP(D)N,

on
si gu € LP(T") (de fapt g e wi-(/pwp P(T")). De asemenea, formula lui
n n

Green este valabila
/Auv—/Vu VU—/—vda Yu,v € H*(Q).
, ou e e . .
iv) Operatorul u — {ur, n este marginit, liniar si surjectiv
n

de la W2P(Q) in spatiul W2=/P»(T") x Wi=U/P)2(T). Asupra acestor



COMENTARII 276

chestiuni, vezi Lions-Magenes [1] pentru cazul p = 2 (si referintele citate
acolo pentru p # 2).

8) Operatori de ordinul 2m si sisteme eliptice. — Rezultatele
de existenta si regularitate demonstrate in capitolul IX se extind la ope-
ratori eliptici de ordinul 2m si la sisteme eliptice (**). Unul din in-
gredientele esentiale este inegalitatea lui Garding. Asupra acestor
probleme, vezi Agmon [1], Necas [1], Lions-Magenes [1], Agmon-Douglis—
Nirenberg [1]. Operatorii de ordin 2m si unele sisteme joaca un rol impor-
tant In mecanica si fizica. Semnalam, in particular, operatorul biar-
monic A? (teoria plicilor), sistemul de elasticitate si sistemul lui
Stokes (mecanica fluidelor); vezi de exemplu Ciarlet [1], Duvant-Lions
[1], Temam [1], Necas-Hlavacek [1], Gurtin [1].

a) Regularitatea in spatiile L? gi C%*. Teoremele de regularitate
demonstrate in capitolul IX pentru p = 2 se extind la cazul p # 2.

e Teorema IX.32 (Agmon-Douglis-Nirenberg [1]). — Pre-
supunem ca () este de clasd C? cu I' marginitd. Fie 1 < p < oo,
atunci pentru orice f € LP(12), existd o solutie unica u € W?(Q)N

1,p . .
Wy *(2) a ecuatiei

(87) —Au+u=f 1n Q.

Mai mult, daci 2 este de clasda C™"2 gi f € W™P(Q) (m > 1 un
intreg), atunci

= Wm—i-?,p(Q) §i ||’UJ||Wm+2,P S C||f||wm,p

Exista un rezultat analog daca (87) este inlocuita de o ecuatie eliptica
de ordinul doi cu coeficienti netezi. Demonstratia teoremei 1X.32 este
considerabil mai complicata decat in cazul p = 2 (teorema IX.25).
Aceasta utilizeaza in mod esential doua ingrediente:

a) O formula pentru o reprezentare explicita a lui u utilizand
solutia fundamentald. De exemplu dacd Q = R3, atunci solutia lui (87)
este data de u = G f unde G(x) = C el (vezi [EX]). Asa incat, formal,

0%u 0°G 0°G
P . “d' f 2 Al 2
Or;0x; 00z, *J; "din nefericire ;0

nu apartine lui L*(R?), (*°)

44Dar nu si principiul de maxim, in afara de cazurile foarte speciale.
45Dar foarte aproape!
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din cauza singularitatii in « = 0, si nu se pot aplica estimarile elementare
asupra produselor de convolutie (ca de exemplu teorema 4.15).

b) Pentru a depasi aceasta dificultate se utilizeaza teoria integralelor
singulare din L? datorata lui Calderon-Zygmund (vezi de exem-
plu Stein [1], Bers-John-Schechter [1] si Gilbarg-Trudinger [1]). Atentie:
concluzia teoremei IX.32 este falsa pentru p =1 si p = oo.

Un alt rezultat de regularitate fundamental, in cadrul de lucru al
spatiilor Holder (6) este urmatorul:

e Teorema IX.33 (Schauder). — Presupunem ca (2 este margi-
nit si de clasd C** cu 0 < a < 1. Atunci pentru orice f € C%*(Q)
existd o solutie unica u € C**(Q2) a problemei

—Au+u=f in Q,
(88)

u=0 pe .

Mai mult, daci ) este de clasd C"™™%(m > 1 un intreg) si f €

c™*(£2), atunci
= C«m+27a(ﬁ) cu ||U,Hcm+270¢ S CHlecm,a.

Un rezultat analog se mentine daca (88) este satisfacuta de un oper-
ator eliptic de ordinul doi cu coeficienti netezi. Demonstratia teoremei
[X.33 se bazeaza—precum aceea a teoremei IX.32—pe o reprezentare ex-
plicitd a lui u si pe teoria integralelor singulare din spatiile C%* da-
torata lui Holder, Korn, Lichtenstein, Giraud. Asupra acestui subiect, a
se vedea Agmon-Douglis-Nirenberg [1], Bers-John-Schechter [1], Gilbarg-
Trudinger [1] si, de asemenea, abordarea elementara dezvoltata recent de
A. Brandt [1] (bazata numai pe principiul de maximum).

Fie © o multime deschisd, regulatd, marginitd si f € C(Q). Din
teorema IX.32 existd u € W22(Q) N Wy (Q) (pentru orice 1 < p < o)

46Reamintim ci

g _ u(z) — u(y
o (Q) = {u S C(Q)7 Supx,yeQ,x;ﬁyW < OO}

§i C™(Q) = {u € C(Q); DPu e C**(Q) VB cu |B]=m}.
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care este solutia unica a lui (87). In particular, u € C''*(Q) pentru orice
0 < o < 1 (din teorema lui Morrey (teorema IX.12)). In general, u nu
apartine lui C?, nici chiar lui W2, Aceasta explica de ce adeseori
evitdm si lucrdm in spatiile L'(Q), L>=(Q) si C(Q), spatii in care nu
avem rezultate de regularitate optimale.

Teoremele 1X.32 si 1X.33 se extind la operatori eliptici de ordinul
2m gi la sisteme eliptice; vezi Agmon-Douglis-Nirenberg [1]. Punctam,
in final, intr-o directie diferita, ca ecuatiile eliptice de ordinul doi cu
coeficienti discontinui reprezinta o tema larg studiata. Citam, de exem-
plu, urmatorul rezultat:

e Teorema IX.34 (De Giorgi, Stampacchia). — Fie 2 C R" o
multime deschisa, regulata, marginita. Presupunem ca functiile
aij € L=(Q) satisfac conditia de elipticitate (36). Fie f € L*(Q) N
LP(Q) cu p> N/2 si uw € H}(Q) astfel incat

ou 0
/Qzaijga?f:/gf@ V¢€H5(Q)-
i i OLj

Atunci v € C%%(Q)) pentru un anumit 0 < o < 1 (care depinde de
Q, a;; sip).

Asupra acestor chestiuni, a se vedea Stampacchia [1],
Gilbarg-Trudinger [1] si Ladyzhenskaya-Uraltseva [1].

10) Unele inconveniente ale metodei variationale si cum sa
le evitam!

Metoda variationala permite sa stabilim foarte usor existenta unei
solutii slabe. Nu este intotdeauna aplicabila, dar aceasta poate fi com-
pletatd. Indicim dous exemple. Fie @ € RY o multime deschisa regulat
si marginita.

a) Metoda de dualitate (sau transpozitie). — Fie f € L'(Q)—sau
chiar f o masura (Radon) pe 2—si cautam o solutie a problemei

—Au+u=f in
(89)

u=0 pe I'.

De indata ce N > 1 functionala liniara ¢ +— / fi nu este definita
Q

pentru orice ¢ € H}(Q) si ca o consecintd metoda variationald este
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ineficace. Pe de alta parte, se poate utiliza urmatoarea tehnica. Notam
cu T : L*(Q) — L*) operatorul f +— u (unde u este solutia lui (89),
care exista pentru f € L*(Q)). Stim ca T este autoadjunct. Pe de
alta parte (teorema 1X.32) T : LP(Q)) — W?P(Q) pentru 2 < p < o0

si datorita teoremelor lui Sobolev i Morrey, T : LP(2) — Cp(Q2) daca
p > N/2. Din dualitate deducem ca

T M(Q) = Co(Q)' — LF(Q) daci p > N/2.

Deoarece T este autoadjunct in L2, T* este o prelungire a lui 7'; de aceea
se poate considera u = T* f ca o solutie generalizata a lui (89). De fapt,
daca f € L'(Q2), atunci uw = T*f € L*(Q2) pentru orice ¢ < N/(N —2); u
este unica solutie (foarte) slaba a lui (89) in urmatorul sens:

_/QUASO—F/QW):/QJCSO Vo e C*(Q),p=0 pel.

In acelasi spirit, se poate studia (89) pentru f dat in H~"™(2); a se vedea
Lions-Magenes [1].

b) Metoda de densitate. Fie g € C(I') si cautam o solutie a
problemei

—Au+u=0 in 2
(90)

u=g pel.

In general, dacd g € C(T), nu exista o functie g € H'(Q) astfel incat
gr = g (vezi comentariul 7 si punctam ca C(I') nu este continut in
HY2(T)). Astfel nu este posibil sa cautam o solutie a Iui (90) in H'(Q):
metoda variationala este ineficienta. Cu toate acestea avem

e Teorema IX.35. — Exista o solutie unica u € C(Q2) N C>(Q)
a lui (90).

DEMONSTRATIE. — Fixam ¢ € C.(R") astfel incat gr = g; g ex-
ista din teorema lui Tietze-Urysohn (vezi Dieudonné [1], L. Schwartz
2], Dugundji [1], Munkres [1]). Fie (g,) un sir in C°(RY) astfel incat
Gn — g uniform in RY. Definim g, = gnjr- Aplicand metoda variationala
si rezultatele de regularitate vedem ci exista u,, € C?(€2) o solutie clasici
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a problemei

—Au, +u, =0 in €,

Un = Gn pe I'.

Din principiul de maxim (corolarul IX.28) avem

|t — un”L"C(Q) < |lgm — Qn”L‘X’(F)-

In consecintd, (u,) este un sir Cauchy in C(Q) si u, — u in C(Q). Este
limpede ca avem

/Qu(—Aw +¢9)=0 Vel

si, de aceea, u € C°(2) (a se vedea remarca 26). Astfel u € C(Q2) N
C*°(Q) satisface (90). Unicitatea solutiei lui (90) urmeaza din principiul
de maxim (vezi remarca 28).

* REMARCA 32. — Este esential ca in teorema [X.35 sa presupunem
ca (2 este suficient de neted. Cand () are o frontiera “patologica” ne
lovim de chestiuni ale teoriei potentialului (puncte regulate, criteriul lui
Wiener etc.).

O alta abordare pentru a rezolva (90) este metoda lui Perron, care
este clasica in teoria potentialului. Definim

u(z) = Sup {v(z);v € C(ONC*Q), —Av+v <0inQ si v<gpel}.

Se poate demonstra ca u satisface (90).

O functie v astfel incat —Av+v < 01n €2 este numita subarmonica;
daca, mai mult, v < g pe [ atunci spunem ca v este o subsolutie a lui
(90).

11) Principiul tare de maxim. — Putem intari concluzia propozitiei
IX.29 cand u este o solutie clasica. Mai precis, fie 2 o multime deschisa,
regulatd, marginitd, conexa. Fie a;; € C*(Q) satisfacand conditia de elip-
ticitate (36), a;, ap € C(Q) cu ap > 0 1n Q. Avem:

Teorema IX.36 (Hopf). — Fie u € C(Q2) N C?(Q) satisfacand

(91) —Z (awa ) + Z + apu = f in Q.
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Presupunem ca f > 0 in 2. Daca exista xq € () astfel incat
u(xg) = Mingu i daci u(zy) < 0, (") atunci u este constanti pe
Q (si, mai mult, f =0 pe Q).

Pentru demonstratie, a se vedea Bers-John-Schechter [1], Gilbarg-
Trudinger [1] sau Protter-Weinberger [1].

Corolarul IX.37. — Fie u € C(Q) N C?*(Q) satisficand (91) cu
f>01n Q. Presupunem ca u > 0 pe I'. Atunci
fie
i) u>01in Q,
fie
i1) u=0 in Q.
Pentru alte rezultate legate de principiul de maxim (inegalitatea lui
Harnack etc.) vezi Stampacchia [1], Gilbarg-Trudinger [1],
Protter-Weinberger [1], Sperb [1].

12) Operatorii lui Laplace-Beltrami. — Operatorii eliptici definiti
pe varietati Riemanniene (cu sau fara bord) si, in particular, opera-
torul lui Laplace-Beltrami joaca un rol important in geometria diferentiala
si fizica; vezi de exemplu Choquet-De Witt-Dillard [1].

13) Proprietati spectrale. — Valorile proprii si functiile proprii ale
operatorilor eliptici de ordinul doi se bucura de un numar de proprietati
remarcabile. Citam aici unele dintre ele. Fie Q C RY o multime deschisa
regulatd, marginita, conexa. Fie a; € C(Q) satisfacand conditia de

elipticitate (36) si ap € C(2). Fie A operatorul
0 ou

cu conditii omogene de tip Dirichlet (v = 0 pe I'). Notam cu (\,) sirul
de valori proprii ale lui A aranjate in ordine crescatoare, cu A, — +00
cand n — oo. Atunci prima valoare proprie A; are multiplicitatea 1
(se spune ci \; este o valoare proprie simpld) (*® si putem alege functia
proprie asociata e; ca sa avem e; > 0 in €; vezi teorema lui Krein-
Rutman in comentariile asupra capitolului VI. Pe de alta parte se poate

2/N

arata ca A\, ~ cn®/ cand n — oo cu ¢ > 0; vezi Agmon [1].

“TIpoteza u(xo) < 0 nu este necesara daci ag = 0.
48Tn dimensiune N > 2 celelalte valori proprii pot avea multiplicitatea > 1.
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Relatiile care exista intre proprietitile geometrice (*°) ale lui Q si
spectrul lui A sunt subiect de cercetare intensiva, vezi Kac [1], Marcel
Berger [1], Osserman [1], I.M. Singer [1]. Obiectivul este acela de a
“recupera”’ cantitatea maxima de informatie despre () numai
din cunoasterea spectrului (\,).

O problema deschisa frapant de simpla este urmatoarea. Fie € si
)y dous domenii marginite din R?; presupunem c& valorile proprii ale
operatorului —A (cu conditii la limita de tip Dirichlet) sunt aceleasi
pentru Q; si Q5. Sunt Q; si )y izometrice? Aceasta problema a fost
poreclitd: “Se poate afla forma unei tobe?” (°°) Se stie ci raspunsul
este pozitiv daca €2; este un disc.

O alta chestiune importanta este urmatoarea. Consideram operatorul
Au = —Au + apu (+ conditii la limita). Ce proprietati ale lui ay pot fi
“recuperate” din cunoasterea spectrului lui A?

14) Probleme eliptice degenerate. — Consideram probleme de
forma

0 ou ou .
_%:8:1:] <aijaxi> +zi:ai(37vi +apgu=f 1

~+conditii la limita pe I' sau pe o parte a lui I,

unde functiile a;; nu satisfac conditia de elipticitate (36) ci numai
(36") >0 (1)66 >0 Vo e, Ve RV.

Asupra acestui subiect vast, consultati de exemplu lucrarile lui Kohn-
Nirenberg [1], Baouendi-Goulaouic [1], Oleinik-Radkevitch [1].

15) Probleme eliptice neliniare. — Exista un domeniu uriag de
cercetare motivat de nenumaratele probleme din geometrie, mecanica,
fizica, control optimal, teoria probabilitatilor, etc.. Acesta a avut o anu-
mita dezvoltare spectaculoasa incepand cu lucrarile lui Leray si Schauder
de la inceputul anilor 1930. Distingem unele categorii:

49Tn particular cand € este o varietate Riemanniana fars bord si A este operatorul
lui Laplace-Beltrami.

50Deoarece armonicele membranei atasate frontierei I' sunt functiile e,, () sin v/ At
unde (A, €,) sunt valorile proprii gi functiile proprii ale lui —A cu conditii Dirichlet
pe frontiera.
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a) Probleme semiliniare. Sunt incluse, de exemplu, probleme de
forma:

—Au = f(z,u in €,
(92) (2, u)
u=20 pe I,

unde f(x,u) este o functie data.
Aceasta categorie include, printre altele, probleme de bifurcatie
unde se studiaza structura multimii solutiilor (A, «) pentru problema

—Au = fi(z,u in €,
(92) a(z,u)
u=20 pe I,

cu A un parametru variabil.
b) Probleme cvasiliniare. Consideram probleme de forma

0 U .
-3 o (aij(x,u, Vu)ax) = f(z,u, Vu) in €

(93) ij O
u=0 pe I'.

unde functiile a;;(z, u, p) sunt eliptice, dar posibil degenerate; avem de
exemplu

Zaij('ruuvp)giéj > a<u7p)|£’2 Vo e Q v£ € RN7
i,J

cu a(u,p) > 0 VYu € R, Vp € RN, dar a(u,p) nu este uniform
marginita inferior de o constanta o > 0. De exemplu, ecuatia supra-
fetelor minimale intra in aceasti categorie cu a;; = d;;(1 + [Vul?) 712
Mai general, se considera probleme eliptice de forma

(94) F(x,u, Du, D*u) =0

unde matricea (z,u,p,q) este eliptica (posibil degenerata). De ex-

]
emplu ecuatia Monge-Ampere intra in aceasta categorie.
c¢) Probleme de frontiera libera. Este vorba de a rezolva o

ecuatie eliptica liniara pe o multime deschisa () care nu este data
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a priori. Faptul ca () este necunoscut este adeseori “compensat” prin a
avea doua conditii pe frontiera I'; de exemplu Dirichlet si Neumann.
Problema consta in a gasi simultan o multime deschisa ) si o functie
u astfel incat ...

a) Existd un numar de tehnici utilizate pentru problemele (92) sau
(92):

e Metode de monotonie, a se vedea Browder [1] si Lions [3].

e Metode topologice (teorema de punct fix a lui Schauder, teo-
ria gradului topologic Leray-Schauder etc.); vezi J.T. Schwartz [1], M.
Krasnoselskii [1] si L. Nirenberg [2], [3].

e Metode variationale (tehnici Min-max in teoria punctului critic,
teoria Morse etc.); vezi Rabinowitz [1], [2], Melvyn Berger [1], M. Kras-
noselskii [1], L. Nirenberg [3].

b) A rezolva probleme de tipul (93) poate implica tehnici complicate
de estimari; (°!) vezi lucrarile lui De Giorgi, Bombieri, Miranda, Giusti,
Ladyzhenskaya-Uraltseva, Serrin etc. descrise in Serrin [1], Bombieri [1]
si Gilbarg-Trudinger [1]. Progrese importante asupra ecuatiilor complet
neliniare si asupra ecuatiei Monge-Ampere au fost facute recent; vezi Yau
[1].

¢) Privind problemele de frontiera libera multe rezultate noi au
aparut in ultimii ani, in principal in conexiune cu teoria inegalitatilor
variationale; a se vedea Kindelherer-Stampacchia [1], Baiocchi-Capelo

[1] (si lucrarile “gcolii din Pavia” citate in aceasta lucrare), Free Boundary
Problems [1], [2].

51Este, de exemplu, cazul ecuatiei suprafetei minimale.



Capitolul X

PROBLEME DE EVOLUTIE: ECUATIA
CALDURII SI ECUATIA UNDELOR

X.1 Ecuatia caldurii: existenta, unicitate si regu-
laritate

Notatii. Fie Q@ ¢ RY o multime deschisi cu frontiera I'. Notam
Q =Q x (0,+00)

Y =T x (0, +00);

> este numita frontiera laterala a cilindrului Q).

Fie urmatoarea problema: sa se gaseasca o functie wu(z,t) : X
[0,4+00) — R astfel incat

0
(1) a—?—Au:O in Q,
(2) u=20 pe X,
(3) u(,0) = ug(z) in Q,
82
unde A = YN, 9.2 denota Laplacianul in variabila spatiala x, t este
L
variabila de timp si uy(z) este o functie data numita data initiala (sau

Cauchy).
Ecuatia (1) este numita ecuatia caldurii deoarece aceasta modeleaza
distributia temperaturii 4 in domeniul 2 la momentul de timp ¢. Ecuatia

285
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caldurii si variantele ei apar in multe fenomene de difuzie (1) (vezi
comentariile de la sfargitul acestui capitol). Ecuatia caldurii este cel
mai simplu exemplu de ecuatie parabolici (?).

Ecuatia (2) este conditia la limita de tip Dirichlet; aceasta ar
putea fi inlocuita de conditia Neumann
@) % _0 pey
(n este versorul normalei exterioare pe I') sau de oricare din conditiile
la limita intalnite in capitolele VIII gi IX. Conditia (2) corespunde pre-
supunerii ca frontiera I' este tinuta la temperatura zero; conditia (2)
corespunde presupunerii ca fluxul caldurii de-a lungul lui I' este zero.

Vom rezolva problema (1), (2), (3) privind u(z,t) ca o functie de-
finita pe [0,+00) cu valori intr-un spatiu H, unde H este un
spatiu de functii depinzand doar de x: de exemplu H = L*(Q), sau
H = H}(Q), etc. Cand vom scrie doar u(t), vom intelege ca u(t) este un
element al lui H, gi anume functia « — wu(z,t). Acest punct de vedere
ne permite sa rezolvam foarte usor problema (1), (2), (3) combinand
teorema lui Hille-Yosida cu rezultatele capitolelor VIII gi IX.

Pentru a simplifica lucrurile, vom presupune peste tot in capitolul
X ca () este de clasa C™ cu frontiera I' marginita (dar aceasta
presupunere ar putea fi considerabil slabita daca am fi interesati doar de
solutii “slabe”).

e Teorema X.1. — Presupunem ci vy € L*(€)). Atunci exista
o functie unica u(z,t) satisfacand (1), (2), (3) si

(4) u € C([0,00); L*(9)) N C((0,00); H*(Q) N H; (),
(5) u € C'((0,00); L*(R)).
In plus

u€ C®(Q x (5,00)) Ve>0.

IPropagarea cildurii este doar un exemplu printre multe altele.
2Cu privire la traditionala clasificare a EDP in trei categorii: “eliptice”, “parabo-
lice”, “hiperbolice”, vezi Courant-Hilbert [1].
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In sfarsit, u € L*(0,00; Hj(Q)) si (3)

1 T 1
©) Sl + [ VO dt = Sl YT >0

DEMONSTRATIE. — Vom aplica teoria Hille-Yosida in H = L*(Q)
(dar sunt posibile alte alegeri, a se vedea demonstratia teoremei X.2).
Consideram operatorul nemarginit A: D(A) C H — H definit de

D(A) = H*(Q) N Hy(Q)
Au = —Au.

Este important sa punctam ca conditia la limita (2) a fost inclusa in
definitia domeniului lui A. Afirmam ca A este un operator maximal
monoton, autoadjunct. Am putea atunci aplica teorema VI.7 pentru
a deduce existenta unei solutii unice pentru (1), (2), (3) satisfacand (4)
si (5).

i) A este monoton. Pentru fiecare u € D(A) avem

(Au,u)r2 = /Q(—Au)u = /Q |Vul? > 0.

ii) A este maximal monoton. Trebuie sa verificam ca R(I + A) =
H = L% Dar deja se stie (vezi teorema IX.25) ci pentru fiecare f € L?
exista o solutie unicd v € H*> N H} a ecuatiei u — Au = f.

iii) A este autoadjunct. Avand in vedere propozitia VIL.6 este
suficient sa verificam ca A este simetric. Pentru fiecare u, v € D(A)
avem

(Au,v)p2 = /(—Au)v = /Vu -Vou
si
(u, Av) 2 = /u(—Afv) = /VU-VU

3Asa cum a fost explicat mai inainte notatiile sunt urmatoarele:

2
dx.

au( P

—
8(Ei

N
(T 2y = /Q (e T dr s [Vu(®)2ag =Y /g
=1
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asa incat (Au,v) = (u, Av).
Apoi, din teorema IX.25 urmeaza ca D(A*) C H*(Q), pentru fiecare
intreg ¢, cu injectia continua. Mai precis

D(AE) ={u € H%(Q); u=Au=.. =A"tu=0 pe r'}.

Cunoagtem, din teorema VIL7, c& solutia u a problemei (1), (2), (3)
satisface

u € C*((0,00); D(AY) Vk, W/

si de aceea
u € C*((0,00); H*(Q)) Vk, VL.

Urmeaza (datorita corolarului IX.15) ca
u € C*((0,00); C*(Q)) Vk.

Ne intoarcem acum la demonstratia lui (6). Vom multiplica formal
ecuatia (1) prin u si apoi integra pe x (0, 7). Totusi trebuie sa fim atenti
deoarece u(t) este diferentiabila pe (0, 00) dar nu pe [0, c0). Consideram

1
functia (t) = §|u(t)]2L2(Q). Aceasta este de clasa C! pe (0,00) (din (5))
si, pentru t > 0,

(t)>L2 = (u, Au)e = —/Q|Vu]2.

De aceea, pentru 0 < € < T < 00, obtinem
T ! r 2
o(T) =) = [ PWdt == [ |Vu(t)fiadt.

In final ludm ¢ — 0. Din ¢(e) — ;|Uo|%2(g) deducem (6).

Daca impunem ipoteze suplimentare asupra lui ug solutia u devine
mai neteda in vecinatatea lui ¢t = 0 (reamintim ca teorema X.1 garan-
teaza ca solutia u este neteda, adici u € C®(Q x (g,00)) Ve > 0).

Teorema X.2. — a) Daca vy € Hj(2) atunci solutia v a lui (1),
(2), (3) satisface

u € C([0,00); Hy (2)) N L*(0, 007 H*(2))
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si

ou

—el? - L2(Q)).
5 € (0,00; L*())

In plus, avem

I

b) Daca ug € H*(2) N H}(Q), atunci
u € C([0,00); H*(Q)) N L*(0,00; H*(Q))

2

ou

1 1
a(t) dt + §|Vu(t)|%2(ﬂ) = §\VU0|%2(Q)-

L)

si
ou
— € L*(0,00; H'()).
! ¢ 12(0, 001 H'(2)
c) Daca uy € H*(Q) Vk si satisface aga-zisele conditii de com-
patibilitate
(8) up=Aug=...=Nug=...=0 pe

pentru orice intreg j, atunci u € C®(Q x [0, 00)).

DEMONSTRATIE. — a). Lucram in spatiul H; = H}(Q2) inzestrat cu
produsul scalar

(u,v) g :/QV’LL ~Vv+/9uv.

In H; consideram operatorul nemarginit A; : D(A;) C Hy — H; definit
de
D(A)) ={ue H3Q)NH}(Q); Aue HLQ)}

Aju = —Au.

Afirmam ca A; este maximal monoton si autoadjunct.
i) A; este monoton. Pentru fiecare u € D(A;) avem

(Avu, ) :/V(—Au)~Vu+/(—Au)u:/|Au\2—|—/|Vu|2 > 0.

ii) A; este maximal monoton. Cunoastem (din teorema IX.25) ca
pentru fiecare f € H'(Q) solutia u € HJ () a problemei

u—Au=f in

u=>0 pe I’
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apartine lui H3(Q). Daca, in plus, f € H}(Q) atunci (din ecuatie) Au €
H(Q) si deci u € D(Ay).

iii) A; este simetric. Pentru orice u,v € D(A;) avem

(Aju,v)g, = /V(—Au) -Vou + /(—Au)v
= /AuAv—i—/Vu-Vv = (u, A1v)p,.

Aplicand teorema VIL.7 vedem ci dacd ug € H}(€2) atunci exista o solutie
w a lui (1), (2), (3) (care coincide cu aceea obtinuta in teorema X.1,
datorita unicitatii) si astfel incat

u € C([0,00); Hy(Q)).

1
In final, definim ¢(t) = 5\Vu(t)|%g(m. Aceasta functie este C* pe (0, c0)
si

2

du

o= (vun. V0] = (-su. Go) =[G

Rezulta ca, pentru 0 < e <T' < 00, avem

o) o0+ [ |5

— (2
si obtinem concluzia luand ¢ — 0.
b). Fie spatiul Hilbert Hy = H?*(Q) N H}(Q) inzestrat cu produsul
scalar

L2

2

dt =0

L2

(u,v) g, = (Au, Av)pe + (u,v)2 .

In Hy consideram operatorul nemarginit Ay : D(Ay) C Hy — Hy definit
de

D(Ay) ={u € HYQ); ue HY(Q) si Aue HYQ)},
Ayu = —Au.

Este usor de aratat ca As este un operator autoadjunct, maximal mono-
ton in Hy (*). Am putea atunci aplica teorema VIL.7 lui Ay in Hy. In

4Mai general dacd A : D(A) C H — H este un operator maximal monoton
autoadjunct se poate considera spatiul Hilbert H= D(A) inzestrat cu produsul scalar
(w,v) 5 = (Au, Av) + (u,v). Atunci operatorul A : D(A) € H — H definit de
D(A) = D(A?) si A = A este un operator maximal monoton autoadjunct in H.
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1
final notam (t) = =|Au(t)|%.. Aceasta functie este C™ pe (0, 00) si
Y 9 L

J(t) = (Au<t>, Af;‘@) = (Bu(t), At =~V AUD

De aceea, pentru 0 < e < T < 00, avem
1 2 1 2 T 2
S1Au(D)E = SAu(E)ff + [ VA dt = 0.

La limita, cand ¢ — 0, observam ca u € L*(0,00; H3(2)) gi (din (1)),
d
diz e L(0,00; H'(Q)).

c). In spatiul H = L?(Q), consideram operatorul A: D(A) C H —
H definit de

D(A) = H¥(Q) N HA(Q),
Au = —Au.

Aplicand teorema VIL.5, cunoagtem ci daca uy € D(A*), k > 2, atunci
u € C*I([0,00); D(A?)) Vj=0,1,..., k.

Ipoteza (8) spune precis ca uy € D(AF) pentru fiecare intreg k > 1. De
aceea avem

ue CFI(0,00); D(A)) Vk>1, Vj=0,1,... k.

Urmeaza (la fel ca in demonstratia teoremei X.1) ca u € C™ (2 x [0, 00)).

e REMARCA 1. — Teorema X.1 arata ca ecuatia caldurii are un puter-
nic efect regularizant asupra datei initiale uy. Observam ca solutia
u(z,t) este C* in = pentru orice t > 0 chiar daca data initiala este
discontinua. Acest efect implica, in particular, ca ecuatia caldurii este
ireversibila. In general nu se poate rezolva problema

9) ?:—Au:o in Qx(0,7),

(10) u=0 pel x(0,7)
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cu o data “finala”
(11) u(z,T) = urp(x) in .

Ar trebui In mod necesar sa presupunem ca

ur € C°(Q) si Alur=0pel Vj>0.

Dar chiar si aceste ipoteze nu sunt suficiente pentru a garanta existenta
unei solutii retrograde a problemei (9), (10), (11). Aceasta problema nu
trebuie confundata cu problema (9'), (10), (11) unde

0
(9) ~Au=0 i Qx(0,T),

ot
care are intotdeauna o solutie unici pentru orice data ur € L*(Q) (a
se schimba t cu T — ¢ i aplica teorema X.1).

REMARCA 2. — Rezultatele precedente sunt, de asemenea, adevarate
— cu unele mici modificari — daca inlocuim conditia Dirichlet cu conditia
Neumann (vezi [EX]).

REMARCA 3. — Daca 2 este marginit, problema (1), (2), (3) poate
fi, de asemenea, rezolvata prin descompunerea lui L?(2) intr-o baza
Hilbertiana. In acest scop este foarte convenabil sa alegem o baza
(€i(7))i>1 a lui L*()) compusa din functii proprii ale lui —A (cu
conditia Dirichlet omogena), adica,

—Aei = )\2‘61‘ n 2
e; =0 pe I’

(a se vedea §IX.8). Vom cauta o solutie u a lui (1), (2), (3) in forma unei
serii (°)

(12) u(z,t) = i&i(t)ei(x).

5 . . . 2 1% Y . ~ .o .
°Din motive evidente aceasta metoda este numita si metoda “separarii vari-
abilelor” (sau metoda lui Fourier).
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Observam imediat ca functiile reale a;(t) trebuie sa satisfaca

asa incat a;(t) = a;(0)e~'. Constantele a;(0) sunt determinate de relatia

(13) up(z) = a;(0)e;(x)
=1

Cu alte cuvinte, solutia v a lui (1), (2), (3) este data de

(14) ia, e Mle;(x)

unde constantele a;(0) sunt componentele lui ug in baza (e;), adica a;(0) =

/ uo(z)e;(x) du.

N Pentru studiul convergentei acestei serii (i, de asemenea, regularitatii
lui u obtinute in acest mod) facem trimitere la Raviart-Thomas [1] sau
Weinberger [1]. Subliniem analogia dintre aceasta metoda si tehnica
standard utilizata in rezolvarea sistemului de ecuatii diferentiale
liniare

le? +Mu=0
unde (t) ia valori intr-un spatiu vectorial finit dimensional i M este
o matrice simetrica. Desigur, diferenta principala provine din faptul ca

problema (1), (2), (3) este asociata unui sistem infinit dimensional.

REMARCA 4. — Relatiile de compatibilitate (8) arata, probabil,
misterios dar de fapt ele sunt naturale. Acestea sunt conditii necesare
pentru a avea o solutie u a lui (1), (2), (3) care sa fie neteda in vecinatatea
lui ¢ = 0, adica, u € C®(Q x [0,00)); (presupunerea uy € C*°(Q) cu
uy = 0 pe 0N nu garanteaza netezimea pana la t = 0). Intr-adevar, sa
presupunem ci u € C*®(Q x [0, 00)) satisface (1), (2), (3). Atunci, este
limpede ca

ou M .
u= o ...:%:...:0 pe I' x (0,00), Vj
si, din continuitate, avem de asemenea
oI
(15) Y0 pelx[0,00), Vi

ot
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Pe de alta parte,

0?u ou 5 .
ﬁ = A <8t> = A u m Q
si, prin inductie, '
v _Nu Qv
—_— = u 1 .
ot J
Utilizand 1nca o data continuitatea avem
o7 . _
(16) 8—; =Au in QX [0,00).

Comparand (15) si (16) pe I' x {0} gasim (8).

REMARCA 5. — Desigur ca sunt multe variante ale rezultatelor de
regularitate pentru uw in apropierea lui ¢ = 0 daca facem presupuneri
intermediare intre ipotezele b) si ¢) ale teoremei X.2.

X.2 Principiul de maxim

Rezultatul principal este urmatorul:

e Teorema X.3. — Presupunem ca uy € L*(2) si fie u o solutie
a lui (1), (2), (3). Atunci, pentru toti (z,t) € ), avem

Min {0, Infqug} < u(z,t) < Max {0, Supqug}.

DEMONSTRATIE. — Ca in cazul eliptic vom utiliza metoda tronca-
turilor a lui Stampacchia. Fie

K = Max {0, Supquo }

si presupunem K < +4oc0. Fixam o functie G la fel ca in demonstratia
teoremei [X.27 gi notam

H(s) :/ G(o)do, s € R.
0
Este usor de verificat ca functia ¢ definita prin

w@:éﬂm@wfm@
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are urmatoarele proprietati:

(17) Y E C([O>OO>§ R)a (10(0) =0; p>0 In [0,00),
(18) p € C((0,00); R)
o) = /Q G(u(m,t)—K)?;;(x,t) dr = /Q G(u(z,t) — K)Au(z,t) do

_ _/ G'(u— K)|Vu>dz < 0
Q

deoarece G(u(z,t) — K) € H}(Q) pentru orice ¢ > 0. Urmeaza ca ¢’ <0
in (0,00) deci ¢ = 0 i, de aceea, pentru orice t > 0, u(z,t) < K a.p.t.
in €.

Corolarul X.4. — Fie uy € L?(Q2). Solutia v a lui (1), (2), (3)
are urmatoarele proprietati:

(i) Daca up > 0 a.p.t. in Q atunci v > 0 in Q,

(ii) Daca ugy € L>(2), atunci u € L>(Q) si

(19) [ull (@) < lluollze=(o)-

Corolarul X.5. — Fie up € C(Q) N L3(Q) cu up = 0 pe T' (5).

Atunci solutia v a lui (1), (2), (3) apartine lui C(Q).

DEMONSTRATIA COROLARULUI X.5. — Fie (uq,) un gir de functii din
C>(Q) astfel incat ug, — up in L>®(Q) gi in L*(Q2) (existenta unui astfel
de sir este ugor de stabilit; a se vedea [EX]). Din teorema X.2 solutia u,,

alui (1), (2), (3) corespunzand datei initiale ug, apartine lui C*°(Q). Pe
de alta parte (teorema VIL.7), se stie ca

Datorita lui (19) avem

|t — umHL“(Q) < |luon — uOmHL‘X’(Q)'

6Daci €2 este nemairginit presupunem, de asemenea, ci ug(z) — 0 cand |z| — oo.
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De aceea, sirul (u,) converge la u uniform in Q si deci u € C(Q).

La fel ca in cazul eliptic, exista o alta abordare a principiului de
maxim. Pentru a simplifica lucrurile, vom presupune ca €2 este marginit.
Fie u(z,t) o functie satisficand (7):

(20) ue C(Qx[0,T]) cuT >0,

(21) u este de clasa C' in ¢ si de clasa C*inz in Q x (0,7)

(22) ?;Z—AugO in Q x (0,7).

Teorema X.6. — Presupunem satisfacute conditiile (20), (21)
si (22). Atunci

(23) MaXQX[QT]U = MaxPu

unde P = (Ox{0})U(I'x[0,T]) este numitd “frontiera parabolici”
a cilindrului Q x (0,7).
DEMONSTRATIE. — Definim v(z,t) = u(z,t) + ¢|z]? cu e > 0 asa
incat
ou

(24) E_AUS_28N<O in Qx(0,7).

Afirmam ca

Maxg jo,mv = Maxpu.

Presupunand contrariul, ar exista un punct (xg,%y) € Q x [0,T] astfel
incat (xo,to) ¢ P §1
MaXQX[O,T]U = v(o, to)-

Deoarece xg € 251 0 <ty < T avem

(25) AU(I(), to) < 0
si

ov
(26) a([ﬁo,to) 2 0

"Subliniem ci nu prescriem nici o conditie la limit& sau dat# initiala.
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0 0
(daca to < T avem a—:(xo, to) = 0sidacaty =T avem a—:(xo, to) > 0) (®).

Combinand (25) si (26) obtinem (g:: — Av) (wo,t0) > 0 — o contradictie

cu (24). De aceea avem
Maxg 0,10 = Maxpv < Maxpu +eC
unde C' = Sup,.q|z|*. Deoarece u < v, concluziondm cd
Maxg o, v < Maxpu +eC' Ve > 0.

Aceasta completeaza demonstratia lui (23).

X.3 Ecuatia undelor
Fie Q € RY o multime deschisa cu frontiera I'. Definim, ca mai inainte,
Q=0x(0,00) si ¥=TI x(0,00).

Fie urmatoarea problema: sa se gaseasca o functie u(z,t) : Q x [0, 00) —
R care sa satisfaca

32
(27) a—;‘—Au:o in Q,
(28) u=0 pe %,
(29) u(z,0) =up(x) 1In
0
(30) (@,0) = vo(z) nQ
ot
N 82
unde A = Z 92 denota Laplacianul in raport cu variabila spatiala
i=1 9%
x, t este variabila de timp si ug, vg sunt functii date.
2
Ecuatia (27) este numita ecuatia undelor. Operatorul Erehe A

este uneori notat LI gi este numit d’Alembertian. Ecuatia undelor este
un exemplu tipic de ecuatie hiperbolica.

8Pentru siguranti ar trebui sa lucram in Q x (0,7) cu 7 < T si apoi si luam
T —T.
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Daca N =1 Q = (0,1), ecuatia (27) modeleaza micile (°) vibratii
ale unei coarde in absenta oricarei forte exterioare. Pentru orice ¢ >
0, graficul functiei z € Q +— wu(z,t) reprezinta configuratia coardei la
momentul de timp ¢. Daca N = 2 ecuatia (27) modeleaza micile vibratii
ale unei membrane elastice. Pentru fiecare ¢t > 0, graficul functiei z €
Q — wu(x,t) reprezinta configuratia membranei la momentul de timp t.
Mai general, ecuatia (27) modeleaza propagarea unei unde (acustice,
electromagnetice, etc.) intr-un anumit mediu elastic omogen Q C R”.

Ecuatia (28) este conditia la limita de tip Dirichlet; ea poate
fi inlocuita de conditia Neumann sau de oricare din conditiile la limita
intalnite in capitolul VIII sau IX. Conditia © = 0 pe ¥ are semnificatia
ca coarda (sau membrana) este fixata pe I' in timp ce conditia Neumann
spune ca coarda este libera la capete.

Ecuatiile (29) si (30) reprezinta starea initiala a sistemului: con-
figuratia initiala (se mai spune si deplasarea initiald) este descrisa de
ug lar viteza initiala este descrisa de vy. Datele (ug, vp) sunt uneori
numite datele Cauchy.

Pentru a fixa ideile vom presupune pretutindeni in aceasta sectiune
ca (2 este de clasa C'*° cu frontiera I' marginita.

e Teorema X.7 (Existenta si unicitate). — Presupunem u, €
H2(Q)NH(Q) si vy € HY(Q). Atunci existd o unici solutie u a lui
(27), (28), (29), (30) satisfacand
(31)

u € C([0,00); H*(Q) N Hy () N C([0, 00); Hy (2)) N C*([0, 00); L*(2))-

In plus (1Y)

s2) |2

L2(Q)

9Ecuatia complets este o ecuatie neliniara foarte dificil de rezolvat; ecuatia (27)
este o versiune liniarizata a acesteia in apropierea pozitiei de echilibru.
10Precizam notatiile ca in sectiunile precedente, adica
ou 2
) :/ - dl‘, \Vu |L2 /
CAL -3

aul

(¢ 81‘1
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REMARCA 6. — Ecuatia (32) este o lege de conservare care afirma
ca energia sistemului este invarianta in timp.

Inainte de a da demonstratia teoremei X.7 vom mentiona un rezultat
de regularitate.

Teorema X.8 (Regularitate). — Presupunem ca datele initiale

satisfac
Ug € Hk(Q), Vg € Hk(Q) vk

si relatiile de compatibilitate

up=Aug=...=Nuyy=...=0 pe ' Vj >0 intreg
v=Avy=...=ANyy=...=0 pe ' Vj >0 intreg.
Atunci solutia v a lui (27), (28), (29), (30) apartine lui C>°(Q x
[0, 00)).
DEMONSTRATIA TEOREMEI X.7. — La fel ca in §X.1 consideram

u(z,t) ca o functie cu valori vectoriale definita pe [0,00); mai precis,
pentru fiecare t > 0, u(t) noteaza aplicatia © — wu(z,t). Scriem (27) in
forma unui sistem de ecuatii de ordinul intai (!!):

gu—U:O n @
(33) o

v N

E—AU—O in Q

si definim U = (u) asa incat (33) devine
v

au
34 —+ AU =0

unde

0 —-I 0 —I\ (u —v
35 AU = ( ) U= ( ) — .
(3) -A 0 -A 0/ \v —Au
1 Aceasta este o metoda standard care consistd in a scrie o ecuatie diferentiald de
ordinul £ ca un sistem de k ecuatii de ordinul intai.
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Aplicdm acum teoria Hille-Yosida in spatiul H = H}(Q) x L*(Q) inzestrat
cu produsul scalar

(U1, Us) :/Qvu1~vu2 dx+/9u1u2 dx+/Qvlv2 dz

unde U; = (151) si Uy = (152)
1 2

Consideram operatorul nemarginit A : D(A) C H — H definit de
(35) cu
D(A) = (H*(Q) N Hy()) x Hy().
Subliniem ca conditia la limita (28) a fost inclusa in definitia spatiului

H. Conditia v = 8—1; = 0 pe X este o consecinta directa a lui (28).

Afirmam ca A + [ este maximal monoton 1n H:

i) A+ I este monoton; intr-adevar daca U = ") e D(A) avem
v

(AU U)n + U7 =

= [ s fl-sin [+ o
Z—/uv+/u2+/v2+/|Vu|220.

ii) A+ este maximal monoton. Aceasta se reduce la a demonstra

f

ca A + 21 este surjectiv. Fiind dat F = <
g

> € H trebuie sa rezolvam

ecuatia AU + 2U = F, adica sistemul

—v+4+2u=f in
(36)
—Au+2v=g in Q

cu

w€ H*(Q)NHHQ) si ve Hy(Q).

Din (36) urmeaza ca

(37) —Au+4du=2f+g.
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Ecuatia (37) are o unica solutie v € H*(Q) N HJ () (din teorema 1X.25).
Apoi gdsim v € H§(Q2) luand pur si simplu v = 2u — f. Aceasta rezolva
(36).

Aplicand teorema lui Hille-Yosida (teorema VII.4) si remarca VIIL.6
observam ca exista o unica solutie a problemei

dUu

(38) E—l—AU—O pe [0, 00),
U(0) = Uy.
(39) U € C'([0,00); H)NC([0,00); D(A))

(7

deoarece Uy = ( O) € D(A). Din (39) deducem (31).

Vo

Pentru a demonstra (32) este suficient a multiplica (27) cu 8—1; si

integra pe €). Subliniem ca

0*u du 19 [ |ou ?
9 ot % = 251 s aﬂ“"’”‘ de
51 5
— 1 2
/Q( Au) —dx—/ Vu— Vu)dr = 39 o |Vu|* dz.

REMARCA 7. — Cand ) este mérginit am putea utiliza pe H}(f2)
produsul scalar /Vu1 - Vugy (vezi corolarul IX.19) si pe H = H}(Q2) x
L?(Q) produsul scalar

(U17 U2> == /Qvul . V'UQ + /Q'Ul'UQ unde Ul = <UI> §1 U2 — ('UQ)

U1 V2

Cu acest produs scalar avem
(AU,U) /w Vu+/ ~Au VU = (Z) € D(A).

Este ugor de verificat (vezi [EX]) ca
i) A si —A sunt maximal monotoni,
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i) A*=—A.
Ca o consecinta putem rezolva problema

Cgt] — AU =0 pe [0, +00),
U0) =0,

sau echivalent (1?)
(i;f] + AU =0 pe (—o0,0],
U(0) = Up.

Relatia (32) poate fi scrisa
U = |Uslu Vvt €R.

Se spune ca familia {U(t) },er, este un grup de izometrii pe H.

e REMARCA 8. — Ecuatia undelor nu are nici un efect regu-
larizant cu privire la datele initiale, in contrast cu ecuatia caldurii.
Pentru a ne convinge de aceasta este suficient sa consideram cazul €2 = R.
Astfel exista o solutie explicita foarte simpla a problemei (27), (28),
(29), (30), si anume

(10)  ule,t) = Llugle + 1)+ uole — 1)) + 3 / _:t vo(s)ds.

In particular, daca vy = 0, avem
1
u(z,t) = §[u0(9§ + 1) + ug(z — t)].

Este limpede ca u nu este mai neteda decat uy. Putem fi chiar mult
mai precigi. Presupunem ca uy € C*°(R\{z}). Atunci u(x,t) este
C> pe R x R exceptand dreptele x +t = ¢ si © —t = x9. Ele sunt
numite dreptele caracteristice trecand prin punctul (zy,0). Se spune
ca singularitatile se propaga de-a lungul dreptelor caracteristice.

12Cu alte cuvinte timpul este reversibil; din acest punct de vedere exista o diferenta
fundamentala intre ecuatia undelor si ecuatia cildurii (pentru care timpul nu este
reversibil).
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REMARCA 9. — Daca () este marginit problema (27), (28), (29), (30)
poate fi rezolvata prin descompunerea intr-o baza Hilbertiana — asa
cum s-a facut pentru ecuatia caldurii. Este foarte avantajos sa lucram
in baza (e;) a lui L?*(Q2) compusi din functiile proprii ale lui —A (cu
conditia Dirichlet), adica —Ae; = \je; in Q, e; = 0 pe I'; reamintim ca
A; > 0. Vom cauta o solutie a lui (27), (28), (29), (30) sub forma

(41) u(z,t) = Y ai(t)ei(e).
Observam imediat ca functiile reale a;(t) trebuie sa satisfaca
aé’(t) + )\zal(t) = 0,

astfel ca

a;(t) = a;(0) cos(\/x-t) + Ci;/(/\Q sin(\/xt).

Constantele a;(0) si a;(0) sunt determinate de relatiile

uo(z) = Y _ai(0)es(x) si wo(z) =D aj(0)e;(w).
Cu alte cuvinte @;(0) si a;(0) sunt componentele lui uy i vy In baza
(e;). Pentru studiul convergentei seriei (41) vezi Raviart-Thomas [1] sau
Weinberger [1].

DEMONSTRATIA TEOREMEI X.8. — Vom utiliza aceleasi notatii ca
in demonstratia teoremei X.7. Este ugor de observat, prin inductie dupa
k, ca

D(Ak): (u) u€ H Q) siAu=0pe VO < j < g}
ve HAQ) Ay =0pe TV < j < [EH] —1

In particular, D(A*) C H*1(Q) x H*(Q) cu injectia continud. Aplicand

u
teorema VIL5 observim ci daca Uy = | | € D(A*), atunci solutia U

Vo
a lui (38) satisface

UeC*([0,00); D(AY)) Vj=0,1,... k.
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Astfel w € C*7([0,00); H/T(Q)) Vj = 0,1,...,k. Concluzionim cu
ajutorul corolarului IX.15 ca sub presupunerile teoremei X.8 (adica Uy €
D(A*) Vk) avem u € C*(Q2 x [0,00)) Vk.

REMARCA 10. — Relatiile de compatibilitate introduse in teorema
X.8 sunt necesare si suficiente pentru a avea o solutie u € C™(Q x
[0,00)) a problemei (27), (28), (29), (30). Demonstratia este aceeasi ca
in remarca 4.

REMARCA 11. — Tehnicile prezentate in §X.3 pot fi folosite, de aseme-
nea, pentru rezolvarea ecuatiei Klein-Gordon
82
(27") —U—Au+m2u:OinQ, m > 0.
ot?
Punctam ca (27) nu poate fi redusa la (27) printr-o schimbare de
necunoscuts cum ar fi v(xz,t) = eMu(x,t).

X.4 Comentarii asupra capitolului X

Comentarii asupra ecuatiei caldurii.

1) Teorema lui J.L. Lions.

Urmatorul rezultat ne permite sa demonstram, intr-un cadru foarte
general, existenta i unicitatea unei solutii slabe pentru problemele para-
bolice. Aceasta teorema poate fi privita ca fiind corespondenta
de tip parabolic a teoremei lui Lax-Milgram. Fie H un spatiu
Hilbert cu produsul scalar (, ) si norma | |. Spatiul dual H' este iden-
tificat cu H. Fie V un alt spatiu Hilbert cu norma || ||. Presupunem ca
V' C H cu injectie continua si densa, astfel incat

VcHcCV

(vezi remarca V.1).

Fie T' > 0 fixat; pentru a.p.t. t € [0, 7] se considera o forma biliniara
a(t;u,v) : V x V — R care satisface urmatoarele proprietati:

i) Pentru orice u,v € V functia t — a(t;u,v) este masurabila,

i) |a(t;u,v)| < M|ul|||v|| pentru a.p.t. ¢t € [0,T], Vu,v €V,

i) a(t;v,v) > aljv]|* — C|v|* pentru a.p.t. t € [0,T], Vv €V,
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unde o > 0, M si C' sunt constante.

Teorema X.9 (J.L. Lions). — Fiind date f € L?(0,T;V’) si
ug € H exista o functie unica u care satisface

u € L*0,T; V)N C([0,T); H), CZ‘ € L*(0,T;V")

(L), 0} +altult), ) = (F(1),0) pentruapt.t€(0.7), YoeV,

si
u(0) = up.

Pentru demonstratie vezi Lions-Magenes [1] sau [EX].

Aplicatie: H = L*(Q), V = H}(Q) si
t U, v Z/ am z, t
+/ ao(x, t)uv dx
Q

cu a;;, a;, ag € L*(2 x (0,7)) si

Zaij(x,t)&{j > alé]* pentru a.p.t. (z,t) € Q x (0,7T),
(42) irj

Vé e RY, a>0.

In acest mod obtinem o solutie slaba a problemei

(43)
0 0 -
8%: (%c(aua ) Z@z +@0U—f in @ x (0,7),
J 7,
0 pe I'x (0,7),
w(z,0) = up(x) n €.

Sub presupuneri suplimentare asupra datelor, solutia lui (43) este mai
neteda — a se vedea urmatoarele comentarii.
2) Regularitatea C*°.



COMENTARII 306

Presupunem aici ca () este marginit si de clasa C*°. Fie a;;, a;, ap €
C>=(Q x [0,T]) satisficand (42).

Teorema X.10. — Presupunem cid ug € L*(Q) si f € C®(Q x
[0,7]). Atunci solutia u a lui (43) apartine lui C*(Q x [¢,T])
pentru orice € > 0.

Daci in plus uy € C*®(Q) si {f,uo} satisfac relatiile de compat-
ibilitate corespunzitoare (%) pe I'x {0}, atunci u € C*(Qx [0, T]).

Pentru demonstratie vezi Lions-Magenes [1], Friedman [1], [2],
Ladyzhenskaya-Solonnikov-Uraltseva [1] si [EX]; aceasta este bazata pe
estimari foarte similare cu acelea prezentate in capitolele VII si X.1.

Mentionam ca exista gi o teorie abstracta care extinde pe cea a lui
Hille-Yosida la probleme de forma i;(t) + A(t)u(t) = f(t) unde, pentru
fiecare t € [0,7], A(t) este un operator maximal monoton. Aceasta
teorie a fost dezvoltata de Kato, Tanabe, Sobolevski si altii. Din punct
de vedere tehnic este mai complicat de manipulat decat teoria lui Hille-
Yosida; vezi Friedman [2], Tanabe [1] si Yosida [1].

3) Regularitatea L? gi C%“.

Consideram problema (1*)

?;—Au:f in Qx (0,7)
(44) uw=0 pe I x (0,7)

u(z,0) =ug(x)  1n Q.

Presupunem, pentru simplitate, {2 marginit i de clasa C'**°. Vom incepe
cu rezultatul simplu.
Teorema X.11 (Regularitatea L?). — Fiind date f € L*(Q x

(0,7)) si up € H} () existd o unici solutie a lui (44) satisficand

we O([0,T]; H(R) N L2(0.T: H(Q) N HY(Q))

13Nu vom transcrie explicit aceste relatii; acestea sunt extensii naturale ale lui (8)
(a se vedea si remarca 4).

“Desigur, am putea, de asemenea, prescrie o conditie Dirichlet neomogena u(w,t) =
g(x,t) pe I x (0,T) — dar pentru simplitate, vom trata doar cazul g = 0.
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si
ou 9 —
En € L7(0,T; L*(Q)).

Demonstratia este ugoara; a se vedea Lions-Magenes [1] sau [EX]. Mai
general, in spatiile LP, avem

Teorema X.12 (Regularitatea L?). — Fiind date f € LP(Q) x
(0,7)) cul < p < oo siug =0, () existd o solutie unica a lui (44)
satisfacand

L du du
’ (‘975’ 8@’ 8131813]

e LP(Qx (0,T)) Vi, j.

Teorema X.13 (Regularitatea Holder). — Fie 0 < a < 1. Pre-
supunem ci f € C*2(Q x [0,T]) (*) si uy € C**(Q) satisfac
relatiile naturale de compatibilitate:

u=0 pel si —Auy=f(z,0) pel.
Atunci (44) are o solutie unica u astfel incat

L Ou 0w P
’ 875’ 63:1-’ a.fﬁla.fﬂj

€ C2(Qx [0,T]) Vi, j.

Demonstratiile teoremelor X.12 gi X.13 sunt delicate — exceptand
cazul p = 2 al teoremei X.12. Ca in cazul eliptic (vezi comentariile
de la sfargitul capitolului IX) ele se bazeaza pe:

i) O formula explicita de reprezentare pentru v implicand solutia

0
fundamentald a lui — — A. De exemplu daca Q = RY si f = 0 atunci

ot
(45) u(wt) = [ B(a =y, thuo(y)dy = B+ ug

unde * se refera la convolutia numai in variabila spatiala = §i E(z,t) =
(4t) N2~ 1214 vezi Folland [1].

15Pentru a simplifica lucrurile.
16AdiCEul |f(1‘17t1) - f($2,t2)‘ S O(|I1 — 1‘2|2 + |t1 — tg‘)a/2 vxl,zQ,tl,tQ.
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ii) O tehnica a integralelor singulare; a se vedea Ladyzhenskaya-
Solonnikov-Uraltseva [1] si Friedman [1]. Referitor la teorema X.12, vezi,
de asemenea, Grisvard [1] (sectiunea 9) si Stroock-Varadhan [1]. Brandt
2] (vezi si Knerr [1]) are o demonstratie foarte simpla a regularitatii
Hoélder in interiorul lui © x (0,7 (concluzie partiald a teoremei X.13).

Cu ipoteze suplimentare asupra diferentiabilitatii lui f se obtine o
regularitate suplimentara a lui u. “Filozofia” generala de retinut este
urmatoarea: daca u este solutia lui (44) cu up = 0 atunci totul se petrece

ou . . .
ca si cand 5 si Au au aceeasi regularitate ca si f.
In final, mentionam ca concluziile teoremelor X.11, X.12 si X.13
raman inca valabile daca A este inlocuit de

0 (auxt )—l—Zalxta + ag(x, t)u
J

i oz
cu coeficienti netezi astfel incat
(46) > a(z, )& > vlE)? Va,t, VE€ RN, v > 0.

In cazul coeficientilor nenetezi, adica a;; € L>(£2x (0,7")) satisfacand
(46), un rezultat dificil al lui Nash-Moser afirma ca exista un anume
o > 0 astfel incat u € C**/2(Q x [0, T)); vezi Ladyzhenskaya-Solonnikov-
Uraltseva [1].

4) Exemple de ecuatii parabolice.

Ecuatiile liniare si neliniare de tip parabolic (si sistemele) apar
in multe domenii: mecanica, fizica, chimie, biologie, control optimal,
probabilitati, etc. Sa mentionam cateva exemple:

i) Sistemul Navier-Stokes:

ou; N Ou, op

5 u—l—;uyaxj f+8xi in Qx(0,7),1<i<N,
N .

diVU—ZZIgZ:—O in Qx (0,7),

U:O peFX(OaT)a

u(z,0) = up(x) in Q,

joaca un rol central in mecanica fluidelor, a se vedea Temam [1] si
referintele citate.
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ii) Sistemele de reactie-difuzie. Acestea sunt ecuatii neliniare
parabolice sau sisteme de forma
ou

55— MA@) = f(@) inQx(0,1)

+Conditii la limita si date initiale,

unde (z,t) ia valori in R™, M este o matrice (diagonala) m x m si f
este o aplicatie neliniara de la R™ in R™. Aceste sisteme sunt utilizate
pentru a modela fenomene care apar in domenii variate: chimie, biologie,
neurofiziologie, epidemiologie, combustie, genetica populatiei etc.; vezi
Fife [1] si numeroasele sale referinte.

iii) Probleme de frontiera libera. De exemplu, problema Stefan
descrie evolutia unui amestec de gheata si apa; vezi articolul detaliat
al lui Magenes [1], Free Boundary Problems [1], [2], Moving Boundary
Problems [1] (toate acestea cu multe referinte).

iv) Ecuatiile de difuzie joaca un rol central in teoria probabilita-
tilor (migcarea browniana, procese Markov, procese de difuzie, ecuatii
diferentiale stochastice, etc.); vezi Stroock-Varadhan [1].

v) Multe alte exemple de ecuatii parabolice neliniare sunt prezentate
in D. Henry [1], Bénilan-Crandall-Pazy [1], H. Brezis [2].

vi) O utilizare interesanta a ecuatjiei caldurii a fost facuta in conexiune
cu teoria de index a lui Atiyah-Singer, a se vedea Gilkey [1].

5) Pentru rezultate suplimentare privind principiul de maxim pen-
tru ecuatiile parabolice, vezi Friedman [1], Protter-Weinberger [1], Sperb
[1]. De pilda, daca u este solutia lui (1), (2), (3) cu ug > 0 si up nu este
identic zero, atunci u(x,t) >0 Vz € Q, Vt > 0. Cand Q = RY aceasta
rezulta ugor din formula de reprezentare explicita (45).

Comentarii asupra ecuatiei undelor

6) Solutii slabe ale ecuatiei undelor.

Exista un cadru general abstract pentru existenta si unicitatea unei
solutii slabe a ecuatiei undelor (cu membrul drept f). Fie V' si H doua
spatii Hilbert astfel incat V' C H C V' (ca in comentariul 1). Fie T' > 0.
Pentru fiecare t € [0,7] este data o forma biliniara continua si simetrica
a(t; u,v) : V. x V — R astfel incat
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i) functia t — a(t; u,v) este de clasd C', Vu,v eV
ii) a(t; v,v) > allv||* = Clv]* Vt€[0,T], YveV,a>0.

Teorema X.14 (J.L. Lions). — Fiind date f € L*(0,7; H),
up € V si vy € H exista o functie unica u satisfacand

du PPu ,
UEO([O,T],V), EEC([OuT]vH)v EEL (O,T,V),
d*u
(ﬁ(t),wjta(t;u(t),v) = (f(t),v) pentrua.p.t.t€ (0,7), YveV,
. du
uw(0) =up si E(O) = .

Pentru demonstratie vezi Lions-Magenes [1].
Aplicatie. -~ Fie H = L*(Q), V = H}(Q),

a(t; u,v) /Zathgugsjdx—i-/aoxtuvdx

cu (42) indeplinita si

8@1] dag

Qi5, =, 0t , A0y, 3, @t € LOO(Q X (OvT))a A5 = Qj; VZ,‘]

Se obtine astfel o solutie slaba unica a problemei

0%u ou .
el Z I OLUa +agu = f in Qx (0,7)
j

(28), (29), (30).

Subliniem ci ipotezele asupra datelor initiale (ug € H}(Q) si vy €
L*(2)) sunt aici mai slabe decat acelea impuse in teorema X.7.
Sub ipoteze suplimentare asupra lui f, ug si v (conditii de regularitate
si compatibilitate) precum si asupra lui a;;, ap se obtine ca u este mai
neteda (vezi Lions-Magenes [1]).

7) Teoria L? pentru ecuatia undelor este delicata si inca putin cunos-
cuta.

8) Principiul de maxim.
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Unele forme foarte speciale ale principiului de maxim raman val-
abile pentru ecuatia undelor; a se vedea, Protter-Weinberger [1]. De
exemplu, fie u o solutie a lui (27), (28), (29), (30).

(i) Daca 2 =R, up > 0 si v > 0, atunci u > 0.

(i) Dacd ©Q = R?, ug = 0 si vy > 0, atunci u > 0.

Afirmatia (i) urmeaza din formula de reprezentare (40). O formula sim-
ilard, dar mult mai complicati este valabila in R"; a se vedea Mizohata
[1], Folland [1], Weinberger [1], Courant-Hilbert [1], Mikhlin [1] si [EX].
Aceasta implica (ii).

Totusi cititorul este avertizat asupra urmatoarelor (vezi [EX]):

(iii) Daca 2 = (0,1), up > 0 si v = 0, atunci in general nu se poate
spune ca u > 0.

(iv) Daca Q = R?, ug > 0 si vg = 0, atunci in general nu se poate
spune ca u > 0.

9) Domeniul de dependenta. Propagarea undelor. Principiul
lui Huygens.

Exista o diferenta esentiala intre ecuatia caldurii si ecuatia undelor:

a) Pentru ecuatia caldurii, o mica perturbatie a datei initiale
este imediat resimtita peste tot, adica Vx € 2, Vt > 0. De exemplu,
am vazut ca daca ug > 0 si ug # 0, atunci u(x,t) > 0V € Q, Vt > 0.
Altfel spus, cidldura se propaga cu viteza infinita (7).

b) Pentru ecuatia undelor, situatia este cu totul diferita. Sa pre-
supunem, de pilda, Q@ = R. Formula explicita (40) arata ca u(z,t) de-
pinde doar de valorile lui ug si vy In intervalul [z — ¢, 7 + 7]

Se spune ca intervalul [Z — ¢, T + t] de pe axa lui = este domeniul
de dependenta al punctului (Z,%). Acelasi lucru este valabil pentru
Q=RN (N >2): u(z,t) depinde doar de valorile lui ug si vy in bila
{x € RY; |z — 7| < t}. Aceastd bila din hiperplanul RY x {0} este
numita domeniul de dependenta al punctului (Z,¢). Din punct de

"Din punct de vedere fizic, acest lucru nu este realist! Totusi formula de
reprezentare (45) aratd cd o perturbatie a datei initiale localizata in apropierea lui
x = z¢ are efecte neglijabile in punctul (z,¢) daca ¢ este mic si | — x| este mare.
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vedere geometric, aceasta este intersectia conului
{(z,t) eER" xR; |z — 2| <T—tsit <t}

cu hiperplanul R x {0}. Interpretarea fizici este ci undele se propaga
cu o vitezd cel mult egald cu 1 (*®). Un semnal localizat in domeniul D
la momentul de timp ¢ = 0 (*) este resimtit in punctul z € R" doar
dupa timpul ¢ > dist (x, D) (u(x,t) = 0 pentru ¢t < dist (z, D)).

Daca N > 1 este impar, de exemplu N = 3, exista un efect chiar
mai izbitor: u(Z,t) depinde doar de valorile pe care le ia ug si vy (*°) pe
sfera {x € R"; |x —Z| = t}. Acesta este Principiul lui Huygens. Din
punct de vedere fizic, acesta spune ca un semnal localizat in domeniul
D la momentul de timp ¢ = 0 este observat in punctul z € R doar pe
durata de timp [t;, 5] cu t; = Infyepd(,y) si t = Sup,cpd(z,y). Dupa
momentul de timp ¢ semnalul nu mai este resimtit in punctul x.

Pe de alta parte, daca dimensiunea N este para (de exemplu N = 2)
semnalul persistd in x la orice moment de timp ¢t > ¢; (*!).

O aplicatie in muzicd. Un ascultitor care se afld in R3 la o distanta d
de un instrument muzical (*?) aude la momentul de timp ¢ nota cantata
la momentul de timp (¢t — d) si nimic altceva! (%3)

Pentru mai multe detalii asupra Principiului lui Huygens cititorul
poate consulta Courant-Hilbert [1], Folland [1], Garabedian [1], Mikhlin

1].

18Viteza 1 intra deoarece am normalizat ecuatia undelor. Unii cititori ar putea
2

prefera sa lucreze cu ecuatia % —c®Au = 0, pentru a oferi vitezei ¢ un rol privilegiat.
9 Adica, ug si vo au suporturile in D.
20Si unele dintre derivatele lor.
21Efectul este amortizat cu timpul dar nu dispare complet.
22De dimensiune neglijabils.
237p timp ce in R? ar trebui sa audi o combinatie ponderata a tuturor notelor
cantate in intervalul de timp [0,t — d].
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