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Résumé. On définit la notion de solution (trés) faible pour une classe de problémes semi-linéaires
avec une non-linéarité discontinue et second membre dans L®. On montre I’existence
d’une telle solution par une technique d’approximation avec des fonctions L*.

Elliptic problems with discontinuous nonlinearity

and L' data

Abstract.  We define the notion of (very) weak solution for a class of semilinear elliptic problems
with discontinuous nonlinearity and L* data. We prove the existence of such a solution
by an approximation technigue with L* datas.

Cette Note est une continuation de [7] pour une certaine classe de problemes semi-linéaires, étudiée
dans le cas variationnel dans [1]-[3].
On considére le probleme

(H { —Au — f(u) =p, dans ),

uw=0, sur 99,

olt © est un domaine borné de RY et f : R — R satisfait les conditions suivantes :

(2) il existe un ensemble A C R avec aucun point fini d’accumulation et tel que f soit continue
sur R\A4;

(3) il existe m > 0 tel que 'application & : R — R, h(t) = mt + f(¢) soit croissante.

On déduit de ces conditions que A est fini ou dénombrable et, de plus, que f(a—) < f(a) < f(a+),
pour tout a € A. Il résulte aussi de (3) qu’il existe Cy, C> € R tels que, pour chaque t € R,

@) F(0)] < Cilt] + Ca.

Note présentée par Jacques-Louis Lions.
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Pour simplifier les notations on suppose (comme il est déja fait dans [1], [3]) que A se réduit & un
seul point : A = {a}. Soit T, = [f(a—). f(a+)]. I résulte de (2) et (3) que I'application

a. si t—ma €T,
5. avec h(s) =t sit—ma g T,

est continue. Soit G(t) = [(: g(s)ds. On désigne par K : L*Q) — L% I'opérateur
autoadjoint défini par v = K{ & —~Av +me = £ v € Hj(2). L'effet régularisant du principe
variationnel de dualité de Clarke (voir [5]) permet de démontrer (voir [1], th. 1) que « I’énergie »

J(u) = [, 4 Glu) = 3uKu—uKp b dre. u € L*(S2), est de classe C' et, si u est un point critique

de J, alors v = K(u+p) € Hj(£2) N H*(§) est solution du probléme (1). lllustrons maintenant
cela avec quelques classes de non-linéarités qui assurent I'existence d’au moins un point critique
de J, pour tout p € L?*(Q):

() [f(t)] < Ci|t] + Cy, avee 0 < € < A (voir [1], exemple 5);

(ii) f(t) = At + b(t), avec by = lim, 1. b(t) € R et b_ Jo ©1 < =(p, @1)1: < by Jo, @1,
ol 1 > 0 est une fonction propre de (—A) dans Hj(S2), associée a la premiére valeur propre A
(voir [1], exemple 6);

(iii) f(#) = At + b(t), avec by = b_ = (p. p1)12 = 0 (voir |3], th. 2.6 et th. 2.7).

Nous nous proposons d’étudier dans cette Note le cas ot p € LY(Q). A cause des discontinuités
de f. la notion de solution (tres) faible (voir [6], ch. IA,5) devient dans cette situation inopérante.
Donc, il est naturel de tenir compte des saurs de la non-linéarité dans ses points de discontinuité :
soit of = fla+) — f(a) et 6] = fla) — fla—).

DEFINITION 1. — Soit p € L'(£2). La fonction v est une solution du probléme (1) si

(ve ) Wor(o,

1<p< _.\IKY,]

/ Vo-Veodr — flo)pdr — / podx
g Ja

JQ JQ

€ [oj / pdr — o, / odx, of / wdr — o / zpd:z:]
Q th af s

pour chaque ¢ € (’72(52)‘ avee ¢ = O sur Jf2.

(5)

a

On a utilisé ci-dessus les notations
QF ={z e Q: v(x) = a. p(r) > 0} et Q, = {re€Q; v(x)=a. p(x)<0}.

Nous remarquons que si f est continue, alors I'intervalle qui apparait dans (5) se réduit 2 0; on
retrouve donc dans ce cas la notion classique de solution trés faible.

Notre but est d’ utiliser quelques idées de [7] pour montrer I’ existence d’une solution du probleme (1).
En fait, I'aspect non linéaire de cette équation intervient essentiellement dans la démonstration de
la deuxieme condition de (5).

Soit (p,) une suite de L?(2) telle que p,, — p strictement dans LY(Q). Soit v,, = K (u,, + p,), ot
t, estun point critique de la fonctionnelle J, (u) = [, {G (u) - TuKu — wKp,} dr. On sait déja
(voir 1], th. 1) que v, est solution du probleme (1), pour p remplacé par p,,.

THEOREME ,l' — Sous les hypothéses (2) et (3), la suite (v,) converge dans chaque espace VVOI‘T’(Q),
1 <p< \% vers une solution du probléme (1).
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Démonstration. — On montre, comme dans le cas linéaire (voir la démonstration du théoreme 1

de [7]), que la suite (v,) est bornée dans W(,l””(Q), pour chaque 1 < p < %_1 Donc, il existe
v € Nicpe W, () tel que

N1

(6) v, — v p.p. et fortement dans L*().

En appliquant le théoreme IV.9 de [4], on trouve 1 € L'(Q2) tel que, & une suite extraite pres,

(7 lo, ()] < n{x) p.p.sur Q.

Il résulte de (2) et (6) que f(v,(x)) — f(v(x)) p.p.sur Q\[v = a]. et, par (4) et (7),
|f (v (2))] < Cin(x) + Co € L(£2) p.p. sur 2. Donc, on peut appliquer le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue pour la suite ©,, = f(v,.) - Loyju=a) € LY(Q). Il en résulte que f(v,) — f(v)
fortement dans L'(Q\[v = a]). Par conséquent, pour chaque ¢ € C?(£2) avec = 0 sur d,

(®) / flon)ode — fw)pde.
J O\ [v=a] JO\[v=d]
Soient y,,(z) = a + v, () — a| et z,(z) = a — |v,(x) — al. 1l résulte de (3) que
9) flzn(x)) + mia— v, (1)) — m|v, (x) — (1,| < flon ()

< flyn(x)) + mla — vy (2)) + mlv, (x) — af.

Par multiplication avec ¢ (fixé) dans (9) et intégration sur QF, resp. {2, on trouve

(10) f(zn)pdx +m / (@ — vy)pdr —m / |v, — ajoda
Or Jof Jof
< Flu)pde < / flyn)pdx +m / (a — vy, )odx +m / vy = aledz
of ar Jo Jot
et
(1D flyn)pdz +m / (a — vy)pdz +m / [vn — ajpdz
Q; Q; Jaog
< flop)pde < flzn)odx +m / (a — v)pdr —m / |v,, — alpdz.
Jor Q Jaz Jog
On a aussi, presque partout sur [v = a}, f(z,(x))¢(x) — fla—)p(x), quand n — oo et

[f(za(@))o(z)] < (Cilza(z)] + Co)le(a)] < (2[a|Cy + Ca + CY(z))]e(x)] € L'(€). Donc, on
peut appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue pour les suites f(z,) «p-1q+ et
f(zn) @ -1g-. 11 en résulte que '

(12) / flzn)pde — fla—) / pdir, sin— oo
of Jaob

et

(13) fzn)pde — fla=) / wdr, si n— oo.
Jogs Ja-

Avec le méme argument, ;

(14) / flyn)pde — f(a+)/ wdz, sin— oo
Jaf ot

et

(15) / flyn)pdz — fla+) / wdr, st n — oo,
SR, QL
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Par I'addition des relations (10), (11), par passage a la limite et en utilisant les convergences
(12)-(15), on obtient

(16) fla=) /+ pdx + f(a+) pdz < limsup / fvn)pdx
Q [v=a)]

- mge el
a Qg n

< flat) /S; cpdw+f(a—)/( pdz.

a a

D’un autre c6té, par multiplication avec ¢ dans (1) et par intégration,

[ Vo s - | rwmede- IR | fneds
Q O\ [v=a] Q [v=a]

ce qui implique, par passage a la limite et par (8) que,

(7 / V?J-Vgpd:l:—/ f(v)npdm—/ ppdx
0 0 Q
= —/ f(vn)wdx+limsup/ flvn)pda.
[v=a] [v=a]

n—00

Par (16) et (17) on conclut facilement que v vérifie la deuxiéme relation de la définition 1, ce qui
achéve notre démonstration.

Note remise le 1° octobre 1996, acceptée le 7 octobre 1996.

Références bibliographiques

[1] Ambrosetti A. et Badiale M., 1989. The Dual Variational Principle and Elliptic Problems with Discontinuous Nonlinearities,
J. Math. Anal. Appl., 140, p. 363-373.

[2] Ambrosetti A. et Turner R. E. L., 1988. Some Discontinuous Variational Problems, Differential Integral Equations, 1.
p. 341-349.

[3] Arcoya D. et Cafiada A., 1990. The Dual Variational Principle and Discontinuous Elliptic Problems with Strong Resonancce
at Infinity, Nonlinear Anal., TMA, 15, p. 1145-1154.

[4] Brezis H., 1987. Analyse Fonctionnelle, Masson, Paris.

(5] Clarke F. H., 1981. Periodic Solutions of Hamiltonian Inclusions, J. Differential Equations, 40, p. 1-6.

[6] Dautray R. et Lions J.-L., 1988. Analyse Mathématique et Calcul Numérigue pour les Sciences et les Techniques, 4,
Masson, Paris.

[7] Rédulescu V., 1996. Sur I'équation multigroupe stationnaire de la diffusion des neutrons, C. R. Acad. Sci. Paris, 323,
série I. p. 765-768.

172



