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Chapter 1

Introducere

Studiul ecuatiilor cu derivate partiale isi are originea in secolul al XVIII-
lea gi a fost inspirat de modele concrete din mecanica (elasticitate, camp
gravitational). Ulterior acest studiu a fost impulsionat de probleme de teoria
difuziei, electrostatica, electricitate sau magnetism. Prima ecuatie cu derivata

partiala studiata a fost ecuatia coardei vibrante

0%u 0%u
e =a——
ot? Ox?
unde u = wu(x,t) reprezinta elongatia in punctul z gi la momentul ¢, iar

constanta pozitiva a semnifica raportul dintre presiunea constanta exercitata
asupra coardei gi densitatea ei.

Toate problemele studiate in perioada de debut a ecuatiilor cu derivate
partiale au fost liniare. Ulterior, probleme din geometria diferentiala au dat
nagtere la ecuatii cu derivate partiale neliniare precum ecuatia Monge-Ampeére
sau ecuatia suprafetei minimale. Studiul ecuatiilor cu derivate partiale a fost
impulsionat si de teoria clasica a calculului variational, bazata pe principiul
lui Euler-Lagrange, cat si de teoria Hamilton-Jacobi.

Presupunem cunoscute in lucrare unele notiuni fundamentale cu privire
la principalii operatori diferentiali, a caror definitie o reamintim cu aceasta
ocazie:

i) Operatorul gradient V asociazi unui cAmp scalar u : @ € RY — R de
(i) Op g p
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clasia C' un cAmp vectorial care se defineste in coordonate carteziene prin

ou ou
VU— <ax1”8x]v> .

Campul vectorial Vu este orientat in fiecare punct in directia celei mai mari
cresteri a lui w. Daca A= —Vu, atunci u se numeste potentialul lui A.
Legatura dintre cele doua notiuni rezida in faptul ca gradientul este perpen-
dicular pe suprafetele avand acelasi potential.

(ii) Divergenta div ¢ a unui cAmp vectorial 7 = (vy,--- ,vy) : Q C RNV —
RY este un camp scalar definit prin

N ov;
divd = L.
=3 g

Pe parcursul acestei lucrari vom face apel in repetate randuri la mai

multe rezultate clasice de analizd matematica, pe care le reamintim, fara

demonstratie, in cele ce urmeaza:

Teorema Gauss-Green. Fie ) o multime deschisd si marginita din RY
siu € CY(Q). Atunci

/umidx—/ w/'do t1=1,---,N.
Q o0

Formula de integrare prin parti. Fie (2 o multime deschisa si marginita

din RY. Dacd u,v € C*(Q), atunci

/uzivd:n = / wortdo — /uvzid:p i=1,---,N.
Q o0 Q

Teorema lui Gauss-Ostrogradski (teorema divergentei). Fie Q o
multime deschisd si méarginita din R . Consideram un camp vectorial f Q-
RN astfel incat f € C(Q) N CH(Q). Atunci

/divfdm- fvdo.
Q oN
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Aceasta teorema are o consecinta remarcabila, care se deduce considerand
doua functii suficient de netede u,v :  — R si aplicaind teorema divergentei

campului vectorial f = div (vVu) impreuna cu formula elementara
div (vVu) = vAu+ Vu - Vu. (1.1)

Obtinem astfel

Prima formuld a lui Green. Fie u,v € C1(Q) astfel incat Au € C(9).

/vAuda::/ auvdo—/Vu-Vvd:U.
Q on Ov Q

Inversand rolurile functiilor » si v si scazand apoi relatiile obtinute, de-

Atunci

ducem

A doua formula lui Green. Fie u,v € C'(Q) astfel incat Au, Av €

ov ou
/Q(uAv—vAu)da:—/aQ (uay—vay> do .

C (). Atunci
Vom aplica de mai multe ori pe parcursul lucrarii

Formula coariei. Fie u : RY — R o functie continud, u € L'(RYN).

Atunci

(i) / fdx = / (/ fdcr) dr, pentru orice xy € RY.
RN 0 0B (z0)

(ii) 4 / fdx :/ fdo, pentru orice r > 0.
dr \ JB, (o) OBy (wo)

Lucrarea se adreseaza in primul rand studentilor anului IIT din sectiile de
Matematica si Matematica-Informatica si isi propune sa prezinte principiile de
baza ale teoriei liniare a ecuatiilor cu derivate partiale, fiind avute in vedere
cele trei tipuri de probleme la limita: eliptic, parabolic si hiperbolic. Rezul-
tatele teoretice sunt ilustrate de numeroase exercitii, cele mai dificile fiind
prezentate cu indicatii sau solutii complete. Alaturi de rezultatele cele mai

importante legate de solutiile clasice pentru principalele tipuri de probleme la
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limita sunt definite si studiate solutiile slabe. In acest sens preluam cateva
rezultate din cursurile de analiza functionala si teoria spatiilor Sobolev. Ne
referim in primul rand la lema lui Lax-Milgram, teorema lui Stampacchia, pre-
cum si la proprietatile elementare ale spatiilor Sobolev. Pentru o prezentare
in detaliu a acestor rezultate si pentru alte completari utile recomandam cu
caldura monografia Brezis [10].

Lucrarea presupune cunostinte legate de rezolvarea ecuatiilor diferentiale
de ordinul intai si al doilea cu coeficienti constanti. Ne referim in acest sens la
metoda separarii variabilelor a lui Fourier de gasire a solutiei explicite pentru

cele trei tipuri de probleme la limita.

Noiembrie 2004



Chapter 2

Generalitati

2.1 Tipuri de ecuatii cu derivate partiale

Fie Q un deschis arbitrar din RN, N > 2. O ecuatie cu derivate partiale de

ordinul £ > 1 este o expresie de tipul
F(D*u(x), D tu(z), -, Du(z),u(z),z) =0, x €, (2.1)

unde F : RN x RV 7' 5 x RN xR x Q — R, iar u : 2 — R este necunoscuta.
In mod generic am notat mai sus prin Du(x) o derivati partiald de ordinul

7 > 1, respectiv
Oy 5924 HINy
dalt §l? 83:5\’; ’

unde j1, jo, - ,jn sunt numere naturale astfel incat j; + jo + -+ jy = J.

Diu(x)

Pe tot parcursul acestei lucrari facem conventia sa notam in doua moduri
derivata partiala a unei functii. De pilda, % si ugzy au aceeasi semnificatie.

In cazul ecuatiilor diferentiale ordinare este posibil ca In unele situatii
s se poata inversa rolul variabilei dependente cu cea independenta. Asga
stau lucrurile, de pilda, la ecuatiile cu variabile separabile. Pentru ecuatiile
cu derivate partiale distinctia dintre variabile dependente si independente se
pastreaza Intotdeauna. Acest lucru se poate argumenta euristic si prin faptul
ca o functie de mai multe variabile contine mult mai multa informatie decat

o functie de o singura variabila.
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O ecuatie cu derivate partiale de tipul Lu = 0 se numeste ecuatie liniara

omogena daca L este un operator liniar, adica
Lu+v)=Lu+ Lv L(au) = aLu,

pentru orice u, v si pentru orice scalar a. O ecuatie de tipul Lu = f, unde L
este un operator liniar iar f # 0 este o functie data, care depinde doar de vari-
abilele independente x1,---,xy, se numeste ecuatie liniara neomogena.

Forma generala a ecuatiei liniare neomogene de ordinul k este

Z aq(x) D% = f(x), xr€e€Q, a= (a1, - ,an),
|| <k
unde || reprezinta lungimea multi-indicelui «, adica |a| = a1 + -+ + an.

In cazul ecuatiilor liniare omogene este valabil principiul superpozitiei:
daca u si v sunt solutii, atunci v + v si au sunt, de asemenea, solutii ale
aceleiagi ecuatii. Un alt principiu simplu, mostenit de la ecuatiile diferentiale
ordinare, este ca solutia generala a unei ecuatii liniare neomogene se obtine
facand suma dintre o solutie particulara a acestei probleme si solutia generala

a ecuatiei liniare omogene asociate.

Exemple de ecuatii cu derivate partiale liniare:

62

8I?\,

lui Laplace. Aceasta ecuatie a fost studiata pentru prima data de catre Laplace

1) Ecuatia lui Laplace: Au =0, unde A = 86—;% +- 4 este operatorul
in cercetarile sale cu privire la campul potential gravitational in jurul anului
1780.

2) Ecuatia lui Poisson: Au = f(z). Aceasta ecuatie a aparut pentru
prima data in 1813, cu ocazia studierii de catre Poisson a unor probleme de
electricitate si magnetism. Cercetarile au fost reluate in cartea lui Green din
1828 si in lucrarile lui Gauss din 1839.

3) Ecuatia lui Helmholtz (problema de valori proprii): —Au = Au. Aceasta
ecuatie a fost dedusa in 1860 si a aparut ca urmare a studiului unor probleme
de acustica.

4) Ecuatia biarmonica: A?u = 0, unde A%y = A(Au) = > i Uniwizo

reprezinta operatorul biarmonic.
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5) Ecuatia caldurii: uy — Au = 0. Aceasta ecuatie a fost introdusa de catre
Fourier in celebrul s& memoriu “Théorie analytique de la chaleur” (1810-1822).

6) Ecuatia undelor: uy; — Au = 0. Ecuatia a fost introdusa si analizata
de catre d’Alembert in 1752 ca un model ce descrie migcarea coardei vibrante.
Studiul a fost dezvoltat de catre Euler (1759, in dimensiune 2) si D. Bernoulli
(1762, in dimensiune 3).

7) Ecuatia lui Schrodinger:

2 62

—thuyy = — Au+ —u.
2m T

Aceasta ecuatie a fost dedusa la inceputul secolului XX ca urmare a studierii
migcarii electronului in jurul protonului. Cantitatile care apar mai sus au
urmatoarea semnificatie: m este masa electronului, e este sarcina sa, iar h
reprezint# raportul dintre constanta lui Planck A si 2. Functia coeficient 2 /r
se numegte potential. Dacd atomul contine un singur electron (precum ionul
de heliu), cantitatea e? este inlocuits de Ze?, unde Z este numirul atomic.

8) Ecuatia liniara de transport: u; + Zi\il a;ug; = 0.

9) Ecuatia lui Liouville: u; — YN | (aju), = 0.

10) Ecuatia telegrafistului: uy + aup — gy = 0.

Ecuatia cu derivate partiale (2.1) se numeste semiliniara de ordinul &

daca se poate scrie sub forma

Z ao(2) D% + ag(D* tu, - -+, Du,u, z) = 0.
|a|=k

Exemple de ecuatii semiliniare:

1) Ecuatia lui Poisson: —Au = f(u).

2) Ecuatia de reactie-difuzie: u; — Au = f(u).

3) Ecuatia undelor: uy — Au = f(u).

4) Ecuatia Korteweg - de Vries: u;+uty+uz,, = 0. Aceasta ecuatie descrie
undele care apar In canale cu adancime mica si a fost dedusa in 1896. Un
fenomen deosebit care se produce aici este aparitia undelor solitare (solitoni),

a caror existenta a fost prezisa de catre J.S. Russell incd din 1834. Solitonii
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sunt solutii care isi pastreaza forma si chiar interactioneaza cu alte solutii de

acelasi tip, fara asi pierde individualitatea.

Ecuatia cu derivate partiale (2.1) se numegte cvasiliniara de ordinul &

daca este forma

Z ao(DF Y, - Du,u, ) D% + ag(D* tu,- -, Du,u,z) = 0.
la|=k

Exemple de ecuatii cvasiliniare:

1) Ecuatia p-Laplacian (1 < p < 00): div (|DulP~2Du) = 0.
MW) = 0. Aceasta ecuatie
este legata de celebra problema a lui Plateau, care consta in gasirea unei

2) Ecuatia suprafetei minimale: div (

suprafete de arie minima care inconjoara un contur dat din R®. Desi aceasts
ecuatie este cvasiliniara, un rezultat central din teoria suprafetelor minimale
arata ca o solutie intreaga (adica definita pe intregul spatiu RY) a ecuatiei
suprafetei minimale este liniara dacd N < 7. Acest rezultat a fost stabilit
pentru prima data de catre Bernstein in 1916 pentru cazul N = 2 iar un con-
traexemplu celebru al lui Bombieri, DeGiorgi si Giusti [9] arata ca rezultatul

este fals daca N = 8.

Ecuatia cu derivate partiale (2.1) se numeste total neliniara daca depinde

In mod neliniar de derivatele de ordin cel mai Inalt.

Exemplu de ecuatie total neliniara:
1) Ecuatia lui Monge - Ampere: det (D?u) = f. A aparut pentru prima

data in lucrarile lui Monge din 1775.

Se numeste sistem de ecuatii cu derivate partiale de ordinul k£ o

expresie de forma
F(D*u(z), D* " *u(x),- - - , Du(z), u(z),z) = 0, x €,

k k—1 .
unde unde F : R™V" x R™N X oo X RN x R™ x Q — R™, jar u =

(ug, -+, um) : @ — R™ este necunoscuta.

Exemple de sisteme liniare:



CHAPTER 2. GENERALITATI 11
1) Ecuatiile lui Maxwell:
Et = rot B
Et = 1ot E
div B = divE = 0.
Aceste ecuatii sunt fundamentale in teoria electromagnetismului gi au fost

deduse 1n 1864.

2) Ecuatiile de echilibru ale elasticitatii liniare:

pAu+ (A +v) D(divu) = 0.

Exemple de sisteme neliniare:

1) Ecuatiile lui Ginzburg-Landau:
—Au = u(l — |ul?) u = (ur,u2) in Q c R

Aceste ecuatii au fost introduse in 1950 de catre V. Ginzburg si L. Landau
cu ocazia studiului unor fenomene de tranzitie de faza care apar in teoria

superconductivitatii. Pentru un studiu matematic sistematic al acestor ecuatii

recomandam monografia Bethuel-Brezis-Hélein [7].
2) Ecuatiile lui Euler pentru fluide necompresibile, introduse in 1755:
utr +u-Du=—Dp

divu = 0.

3) Sistemul lui Navier-Stokes:

( ({')uZ
ot
divu =0 in Qx(0,7)

9
+u-Dui—Aui:fi+8—p in Qx(0,T), 1<i<N
X

i

u=20 pe 02 x (0,7)

u(z,0) = up(z) pentru orice x € Q).

Aceste ecuatii joacd un rol fundamental in mecanica fluidelor si au fost studiate

de catre Navier (1822-1827), Poisson (1831) si Stokes (1845).
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Multe dintre aceste ecuatii sau sisteme au fost generalizate in contextul
geometriei diferentiale. De pildd, Yamabe a demonstrat in 1960 ca pentru
orice varietate Riemanniana compacta (M, g) de dimensiune N > 3 exista o
metricd ¢/, conform& cu metrica initiald g, pentru care curbura scalara este
constanta. Din punct de vedere al teoriei ecuatiilor cu derivate partiale acest
lucru revine la gasirea unei functii u care satisface ecuatia lui Yamabe

4(N —1 _
_<N_2) Ayu+ Ru = K uN+2/(N-2)
unde R este curbura scalaraa metricii g iar K este o constanta. Simbolul A,

reprezinta operatorul lui Laplace asociat metricii g. Mai precis, in coordonate

locale, acesta este definit prin

N N
ij=1 k=1
N 1 N < N
- \/det (9i5) ng’“uxk>
2 Vet (gi) 2 k=1 .

unde I‘fj reprezinta simbolul lui Christoffel al conexiunii Levi-Civita iar prin

det (g;j) am notat determinantul matricei (g;;).

2.2 Ecuatii liniare cu derivate partiale de ordinul
intai. Metode de rezolvare

Vom face in continuare o scurta trecere in revista a principalelor metode de

rezolvare a ecuatiilor liniare de ordinul intai.
2.2.1 Ecuatii cu coeficienti constanti

Pentru a usura expunerea vom presupune ci ne situim in R?. Fie ecuatia

auy +buy, =0 a,b€R, a>+b* #£0. (2.2)

1) METODA COORDONATELOR. Facem schimbarea de variabile

¥ =ax+by
(2.3)
/

Yy =bx —ay.
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Obtinem

Up = AUy + by, Uy = DUy — AUy .

Prin urmare,

ag + buy = (a® + b?)uy.

Problema (2.2) devine astfel

Uy = 0,
care implica
u(z,y) = f(bx — ay),
unde f: R — R este functie de o singura variabila.

2) METODA GEOMETRICA. Fie ¥ = (a,b). Avem

ou .
55 = Vu -0 = (ug, uy) - (a,b) = auy + buy.
Prin urmare, daca u este solutie a problemei (2.2), rezulta ca
ou
=0,
ov

adica u este constantad pe fiecare dreapta ce are directia /. Aceste drepte se
numesc curbe caracteristice pentru ecuatia (2.2). Deducem de aici aceeasi

concluzie ca in cazul metodei coordonatelor, respectiv u(z,y) = f(bx — ay).

2.2.2 Ecuatii cu coeficienti variabili

ExXEMPLUL 1. Ecuatii liniare si omogene:
Fie problema

Uz + yu, = 0. (2.4)
Cautam mai intai ecuatiile curbelor caracteristice, care sunt date de problema

de 1

dy _y

Obtinem y = Ce”, deci curbele avand proprietatea ca (1,y) este vector tan-
gent. Justificim in cele ce urmeaza ca u(z,y) = Const. de-a lungul fiecarei
curbe caracteristice. Intr-adevar,

ou ou

d v z U _ _
%u(m,Ce )—%4-06 By = Uz + Yyuy = 0.
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Asgadar,
u(z,Ce") = u(0,C) Vz € R.

Prin urmare,
u(z,y) = u(0,e""y) = f(e "y).
Rationamentul de mai sus poate fi aplicat daca problema (2.4) se inlocuieste
cu ecuatia generala

f(:n,y)ux + g(xv y)uy = 07

cu conditia ca ecuatia
dx dy

flzy)  g(z,y)
sa fie integrabila.

EXEMPLUL 2. Ecuatii liniare neomogene:

Fie problema cu valori initiale:

Hetty =1 (2.5)
u(z,0) = f(x).
Curba initiald poate fi reprezentata parametric prin
zo(s) =s
¢ Yo(s) =0 (2.6)
uo(s) = f(s),

iar curbele caracteristice sunt date de sistemul

dx_l @_1 du

P T T

Tinand cont de curba initiala (2.6), solutia acestui sistem este
r=t+s y=t, u=t+ f(s).
De aici rezulta ca unica solutie a problemei (2.5) este

u(z,y) =y + flz—y).
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Exercitii.

1. Stabiliti care din urmatoarele ecuatii sunt liniare gi care sunt neliniare:

(i) uz + yuy = 0.

(ii) ug + uuy = 0.

(iii) wg — Uge +ud = 0.

(iv) ugt + Uggzr = 0.

(v) V1 + 22 (cosy) Uy + Uygy — [arctan(z/y)]u = 0.

(vi) e — Au7) = 0.

(VH) Uy — vaj—l(aiju)xixj - Zi\il(bzu)xz =0.

2. Aratati ca

(i) div(u?) =udivi+ Vu-

(ii) div (4 x ¥) =¥ -rotd — 4 - rotﬁ';

(i) rot (Vu) = 0;

(iv) divrotv = 0.

3. Verificati cd Au = div (Vu) si A(uwv) =uAv+vAu+2Vu- Vo.

4. Aratati ca div (uVv) = uAv + Vu - Vo.

5. Fie f = u+ iv o functie olomorfa.

(i) Pornind de la ecuatiile Cauchy-Riemann verificate de u si v, aratati ca
Jo+ify =0.

(ii) Daca z =z + iy 1 Z = = — iy, arétat;i ca % = 0. Demonstrati ca, in
general, o conditie necesara si suficienta ca 2L = 0 este fz+ify=0.

(iii) Aratati ca A =4 8‘222

6. Gasiti solutia generala a ecuatiilor urmatoare:

(1) s = 0.

(ii) ugy = 0.

(iil) Upg +u = 0.

7. Verificati prin calcul direct ca functia u,(z,y) = sinnzsinhny (n > 1)
este o solutie a ecuatiei Au = 0 in R2.

8. Rezolvati ecuatia 2u; — uzy = 0.
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9. Gasiti solutia problemei

V1—a?uy+u, =0

u(0,y) = 0.

10. Gasiti solutia generala a problemei au, + bu, + cu = 0.

11. (i) Rezolvati problema

YUz + TUy =0
u(z,0) = e
(i) In care regiune a planului solutia este unic determinata?

12. Utilizati metoda coordonatelor pentru a gasi solutia generala a ecuatiei
2uy +uy — (x — 2y)u = —22% + 3ay + 2¢°.

13. Rezolvati problema cu valori initiale

Uy +Yuy =u+1, u(z, z?) = 2.
R. u(z,y)=y+ % -1
14. Gasiti solutiile problemelor
(i) zuy — yu, = 0, cu conditia initiala u(z,0) = f(x).

2

(ii) ug + uy = u*, cu conditia initiala u(x,0) = f(x).

R. (i) u(z,y) = £(/a2 + 2) emctanv/e,

(i) u(z,y) = L52.

15. Demonstrati ca unica solutie a problemei zu, + yu, + u = 0 care este
de clasd C! in patratul || < a, |y| < a este u = 0.

Ind. Aratati cd maxwu <0 si minwu > 0.

16. Demonstrati teorema lui Picone: fie u o solutie de clasi C! a ecuatjiei
a(z,y)ug+b(z,y)uy+u = 0 in bila unitate inchisa B din plan. Daca a(z,y)z+
b(x,y)y > 0 pe frontiera lui B, aratati ca u este identic nula.

17. Aritati ca exista functii u, a € C*°(R?) astfel incat

augy +uy =0  si  suppu = {(z,y); y >0} Dsuppa.
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18. Aratati ca noile coordonate definite prin relatia (2.3) sunt ortogonale.
19. Fie f : R? — R o functie continua si a, b doua numere reale astfel incat
a? +b>#£0.
(i) Rezolvati ecuatia au, + buy = f(x,y).

(ii) Scrieti solutia sub forma
u(z,y) = (a® + b2)_1/2/ f do + g(bx — ay),
L

unde g este o functie arbitrara de o variabila, iar L este portiunea din curba

caracteristica cuprinsa intre axa ordonatelor gi punctul (z,y).



Chapter 3

Probleme la limita de tip
eliptic

Newton’s fundamental discovery, the one which he considered necessary to keep secret and
published only in the form of an anagram®, consists of the following: Data aequatione quot-
cunque fluentes quantitae involvente fluziones invenire et vice versa. In contemporary math-
ematical language this means: “It is useful to solve differential equations”.

V. Arnold (1983), [4], p. iil

3.1 Clasificarea problemelor eliptice cu valori pe fron-
tiera

Fie Q un deschis arbitrar din RY (N > 2) si a5, b;, ¢ € C(Q), pentru 1 <
1,7 < N.

Definitia 1. Operatorul liniar L : C?(2) — C(Q) definit prin

N

N
Lu = Z i (T) Uy, + Z bi(x)ug, + c(x)u
i=1

ij=1
se numeste eliptic daca a;j = aj;, ¢ <0 si exvista o > 0 astfel incat

N

> )& = alEl® VEERN, Vo e Q.
ij=1

Mai precis, Newton a comunicat descoperirea sa lui Leibniz in urm#toarea forma.:
6a cc d ae 13e ff 7i 31 9n 4o 4q rr 4s 9t 12v x.

Se poate spune ca descifrarea acestei anagrame necesitd mai multa ingeniozitate decat sa
rezolvi ecuatii diferentiale.

18
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Cel mai des intalnit operator eliptic este operatorul lui Laplace Au =
ZN 9%u - Observim ci in acest caz, a;; = 0;j, bj = ¢ = 0, pentru orice 7 §i j.

=1 8x12 :

Definitia 2. Fie f : Q@ — R o functie continud si L un operator eliptic. Se

numeste solulie (clasica) a problemei
Lu(z) = f(x) x el (3.1)
o functie u € C%(Q) care verifica (3.1) pentru orice x € Q.

Vom distinge in cele ce vor urma trei tipuri de probleme eliptice:

PROBLEMA DIRICHLET. Fie L un operator eliptic, iar f : @ — R si
g : 002 — R doua functii continue. Problema Dirichlet asociata lui L, f si g

presupune gésirea unei functii u € C?(Q) N C(Q) astfel incat

Lu(z) = f(z) pentru z € 2

u(z) = g(x) dacd z € 00

PROBLEMA NEUMANN. Fie L un operator eliptic, iar f : Q@ — R si g :
0 — R doua functii continue. Problema Neumann asociata lui L, f si g

presupune gasirea unei functii u € C%(Q) N C1(Q) astfel incat

Lu(x) = f(x) pentru x € )

ou <
a(x) = g(z) daca z € 092,

unde v semnifica versorul normalei exterioare in punctul z € 0f.

PrROBLEMA MIXTA (ROBIN). Fie L un operator eliptic, a, 3 € C(99)
(@®>+p%2>0siaB >0),iar f:Q — Rsig:0Q — R doud functii continue.
Problema Robin asociata lui L, f si g presupune gasirea unei functii v &€
C?(2) N CL() astfel incat

Lu(z) = f(z) pentru z € €2 (3.2)

a(x)u(z) + f(x) =—(x) = g(x) daca x € 909
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Observam ca problema cu conditii de tip Robin este mai generala decat prob-
lemele Dirichlet sau Neumann, in sensul ca pentru a = 0, § = 1 in (3.2) se
obtine problema Neumann, in timp ce 8 = 0, « = 1 conduce la problema

Dirichlet.

3.2 Solutia fundamentala a ecuatiei lui Laplace

Fie  un deschis arbitrar din R"V. Ne vom concentra atentia in cele ce urmeaza

asupra ecuatiei lui Laplace
Au=0 in Q. (3.3)

O solutie a acestei ecuatii se numesgte functie armonica. Asemenea functii
apar intr-o mare varietate de probleme practice. Sa presupunem, de pilda, ca
functia u reprezinta densitatea unei anumite cantitati (de exemplu, concentratia

chimica a unei substante) in pozitia de echilibru. Prin urmare

—

/F-Z/dJ:O Yw CC Q.
Ow
Conform formulei Gauss-Ostrogradski rezulta
/divﬁzo Yw CC Q.
w
Cum w este arbitrar, de aici rezulta ca
divFE=0 Q. (3.4)
Conform legilor fizicii, fluxul F este proportional cu gradientul, adica
F=—-CVu C>0. (3.5)

Din (3.4) si (3.5) rezulta div (Vu) = 0, adica Au = 0 in Q.

Daca u reprezinta temperatura unui corp se obtine astfel legea lui Fourier
de difuzie a caldurii. Daca u semnifica potentialul chimic, obtinem legea lui
Fick de difuzie, iar daca u este potentialul electrostatic, calculul de mai sus

conduce la legea lui Ohm.
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Vom gasi in continuare o anumita solutie a ecuatiei lui Laplace (3.3) pentru

Q = RY. Mai precis, vom cauta solutia in clasa functiilor cu simetrie radiala,

r=|z| ::1/1’%—|—'--+$%\[,

adica
(3.6)

s
ey =) 2
ceea ce implica
Up,z; = jfgv"(r) + %v'(r) - jizvl(r) Vi<i<N
Deci
Au(x) =0"(r) + NT_ ! V' (1)

Asadar rezolvarea ecuatiei (3.3) se reduce in acest caz la gasirea solutiei gen-

erale a problemei

N -1
o' (r) + V'(r)=0 r>0
T
Cu substitutia v’ = 2z obtinem
1-N
2 = z  r>0.
T
Deci
C
= > 0,
z(r) N r

ceea ce conduce la

CiInr + Cs,
v(r) = o)
m —|—02,

Vr >0 (daca N = 2)

Vr >0 (daca N > 3).

Definitia 3. Se numeste solutie fundamentald a ecuatiei lui Laplace funciia

x #0 (daca N = 2)

x #0 (daca N > 3).
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In definitia de mai sus, wy semnifici aria sferei unitate din RY, care se

calculeaza dupéa formula
27TN/2

“N T T(V/2)

unde I' este functia “Gamma” a lui Euler, definita prin

I(r) = / t—te tat, Vr >0.
0

Observam ca solutia fundamentala a ecuatiei lui Laplace este definita in intregul
spatiu cu exceptia unui singur punct, care reprezinta o “singularitate” pentru
aceasta functie.

Din definitia solutiei fundamentale obtinem cu un calcul elementar urmatoarele

estimari
C
DE@) < g, Ve A0
si
9 C
|D E($)|§Wa Vo #0,

unde C' este o constanta care depinde doar de N. In plus, prin constructie,

functia E este armonica in RV \ {0}. Mai general, aplicatia
z— E(r —y)

este armonica in RV \ {y}, unde y € R este un element fixat in mod arbitrar.
Datorita acestui lucru am fi tentati sa afirmam ca
ArE(x—y)f(y)dy =0,
RN
unde f : RY — R este o functie neteds arbitrara (am notat prin A, “lapla-
cianul” in raport cu variabila ). Acest lucru nu este adevarat, fie doar si din
simplul motiv ca aplicatia y — D?E(x — y) nu este integrabila. Cu toate

acestea are loc urmatorul rezultat
Teorema 1. Fie f € C2(RY) siu(z) := / E(z—y)f(y)dy, = € RN. Atunci
RN

(i) u este o functie de clasd C?.

(ii) Au = f in RV,
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Demonstratie. (i) Cu schimbarea de variabila y — x — z obtinem,

folosind definitia lui u,

u(z) = /RN E2)f(x —2)dz.
Asadar

u(m+tez)—u(x) _ B(2) f(x—i—te,'—i)—f(x—z)
RN

dz. (3.7)

Intrucat f este o functie neteda cu suportul compact, rezulta ca

flxtte;—2)— flx—2) Of

. _ o5 _ . N
%gr(l] ; = P (x —2) uniform pentru z € R™.
(3.8)
Din (3.7) si (3.8) rezulta ca operatorii “lim” si / comuta, deci
ou of
= E —2)dz.
G@) = [ B =) a:
Cu aceleasi argumente deducem ca
0%u 0% f
= E —z)d 9
o @ = [ BC) g = 2 (3.9)

pentru orice 1 < 4,5 < N. Pentru a conclude ci u este o functie de clasa C?
este acum suficient sa utilizam expresiile de mai sus ale derivatelor partiale
impreuna cu ipoteza f € C2(RY).

(ii) In calculul pe care il vom face in continuare cdutam sa evitam singu-
laritatea solutiei fundamentale in origine. Fixam ¢ > 0 si # € RY. Folosind
(3.9) avem

Au(zx) = / E(z)Af(x—=2) dz+/ E(2) A f(x—z)dz:= Ac+Be .
B(O,E) ]RN\B(O»E) ( )
3.10

Pe de o parte,

) Ce?|lne|, daci N =2
Al <10 ey [ |B)dz <
B(0,¢) Ce?, daca N > 3.

In particular

lim A. = 0. (3.11)
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Pe de alta parte, conform primei formule a lui Green,

B, = / Ez)Arf(x —2)dz =
RN\ B(0,¢)

o1 (x — 2)E(z)do(z) —/ VE(z) -Vaf(z —2)dz :== C. + D,.
dB(0,¢) ov RN\ B(0,¢) (3.12)

Avem

Ce|lne|, daca N =2
1Cel < IDfll e e, / |B(2)|do(z) <
9B(0se) Ce, daca N > 3.

Asadar, in ambele cazuri,

lim C. = 0. (3.13)

Aplicand din nou prima formula a lui Green,

E
D. = —/ 6(z)j"(ac—z)da(z)—I—/ AE(2)f(x —2)dz =
aB(0,e) OV RN\B(0,¢)
o))
— —(2) flz — 2)do(2),
[ -CHCEEILT
(3.14)
cici E este armonica in RY \ B(0,¢). Dar
z z
V(Z)——m——g VZE@B(0,8)
si
1 =z
E(z)=—— .
VE(z) o T2 Vz#0
Deci
OF 1 1

Din (3.14) si (3.15) rezulti

1
D= v [ Samndn) = f - pa= 2ot

De aici rezulta ca
hH[l) D, = f(x). (3.16)
E—>
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Din (3.10), (3.11), (3.12), (3.13) si (3.16) obtinem

Au(z) = f(x) Ve e RV,

Exercitii.

1. Deducerea valorii lui wy.

(i) Scriind eventual integrala de volum in functie de integrala de suprafata,

ardtati c volumul bilei de raza r din RV este vy (r) = %
(i) Aritati ci vy41(1) = 2 [ on (V1 — 22)da.
(iii) Folosind (i) si (ii) deduceti ca
92 w/2
vn+1(1) = N cos™ 1 dg
N Jo

si

N 1 w/2
WN41 = 2WN ; / cosN 1 0do
0

(iv) Aratati ca

N —2 wywn_1

VYN > 3.
N—-1 wn_9 =3

WN+1 =
.o N/2
(v) Deduceti ca wy = %
2. Gasiti toate solutiile cu simetrie sferica ale ecuatiei biarmonice A?u = 0.

Cy + Cor? + Csylnr + Cyr’lnr daca N =2
R. u(r) = C1 + Cor? + Cyr?>™N 4 etV dacAi N >3si N #£4

CiL+ Cor? +Cr 24+ Cylnr daca N =4
3. Gasiti toate solutiile cu simetrie sferica ale ecuatiei —Au = Au, A > 0.
R. U(T) _ Cicos VAr+Cs sin ﬁr.

T

4. Ariatati ca daca u € C?(2) N CY(Q) este o functie armonica in © atunci
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5. Aratati ca solutia fundamentald a ecuatiei lui Laplace are urmatoarele
proprietati: E € C®(RN \ {0}), iar B, E,, € LL _(RY), pentru orice i =
1,---,N.

6. Operatorul lui Laplace in coordonate sferice.

Reamintim ca in R? legitura dintre coordonatele carteziene si cele sferice
este datd de © = rsinf cosy, y = rsinf siny, z = r cosf. Aratati ca

expresia operatorului lui Laplace in coordonate sferice este data de
A 2 1 1
U= U+ Uyt g ugg—i—(cot@)ue—l—muw . (3.17)
7. Folosind formula (3.17) aratati ca solutia independenta de ¢ a problemei

Au=0 in B(0,1) CR?

u(1,0) = f(0)
este data de formula
u(r,0) = Z anr" Py(cosf),
n=0

2 1
unde a,, = nt

/ f(0)P,(cos @) sinfdb, iar P,(t), t € [—1,1] sunt poli-
0

2
noamele lui Lagrange, respectiv solutiile ecuatiei
d?® d®
1— %) — — 2t — N®=0 —-1<t<l1.
( ) e g T+l ==

8. Operatorul lui Laplace in coordonate cilindrice.
Consideram in R? coordonatele cilindrice (r, #, z) introduse prin z = 7 cos ¥,
y =1 sinf, z = z. Aratati ca expresia operatorului lui Laplace in coordonate

cilindrice este data de
1 1
Au:urr‘i‘;ur"i'ﬁuée""uzz-

9. Fie Q ¢ RY un domeniu cu frontiera neteda si u € C%(Q) astfel incat

u = 0 pe 0. Demonstrati urmatoarea inegalitate de interpolare:

1
/\Vu|2da: < 5/ (Au)?dx + /uzdaz,
Q Q 4e Jo
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pentru orice € > 0.
10. Fie a un numar real si u : R? — R o functie definitd astfel: u(z) =

“!sinalz| dacd 2 # 0 si w(0) = a. Aritati c& u este de clasi C? pe R3 si

|z
—Au = d®u.
11. Fie Au = f in Q ¢ RY. Aritati ca transformarea Kelvin pentru u,

definita prin v(x) = |22~ Nu(z/|z|?), pentru x/|x|? € €, satisface relatia
— .- N=2 x
Av(z) = |z| f <|x|2> .

12. Fie Q ¢ RY o multime deschisi si conexa, iar v o functie armonica
in Q. Fie a, b si ¢ numere pozitive astfel incat a« < b < ¢ si b*> = ac. Daca
B.(xg) CC 2, aratati ca

/ u(zo + at)u(zo + cr)dr = / u® (o + br)dr.
Ir|=1 Ir|=1
Deduceti ca daca o functie armonica este constanta intr-o vecinatate a lui xg
atunci u este constanta in €.

Sol. Fara restrange generalitatea, putem presupune xg = 0. Fixam b > 0

si consideram aplicatia

fla) = /TI:l u(ar)u (b27> dr,  ac(0,b).

a

E suficient sa aratam ca f este constanta. Avem

fa) = /ﬂl u (ff) Vu(ar) - rdr — ZZ /@1 u(ar)Vu <TT> c7dr =
a]\}‘l/asa u (22@/) %(y)dff(y) - % : aNl_l ABau(y)gj/L (Zzy) do(y) =
a]\}‘l/asa [u (ZZ@/) %(y) - U(y)% (Ziyﬂ do(y).

Fie v(y) =u (%y) Atunci

F@= |
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3.3 Teorema de medie pentru functii armonice. Prin-
cipiul slab de maxim

Functiile armonice au proprietatea remarcabila ca valoarea lor intr-un punct
arbitrar depinde de valorile luate pe orice bila (sau sfera) cu centrul in punctul
respectiv. Mai precis, o functie este armonica daca si numai daca valoarea
sa Intr-un punct arbitrar este media valorilor luate pe orice bila (sau sfera)

centrata in acel punct. Vom demonstra in acest sens

Teorema 2. (Formula de medie pentru functii armonice). Fie Q ¢ RV
o multime deschisa arbitrara.

(i) Dacd u € C?(2) o functie armonicd, atunci

ua) = § o H0)do) = i e

pentru orice x € Q) si orice r > 0 astfel incat B(x,r) C Q.

(ii) Dacd functia u € C?(2) are proprietatea cd
u(z) = f u(y)do(y), Ve e Q, VB(z,r) CC Q,
OB(z,r)

atunci u este o functie armonicd.

Demonstratie. (i) Fie
o= §  uly)do(y).
OB(z,r)

Printr-o schimbare de variabila observam ca

p(r) = ng(O’l) u(z +rz)do(z).

! = U\TTTre)-z2ao0\z) = u ‘y_xO' = — a0 .
“0(’">‘?£B<0,1)V(+ )z do(2) ;4 Va(y) L= do(y) 7@3( do (y)

OB(z,r) r

Aplicand formula Gauss-Ostrogradski obtinem

/ r
)= — ul\y dy—o,
©'(r) N?é(aw)A()
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caci u este o functie armonica. Rezulta ca ¢ este constanta, ceea ce implica

j{ udo = lim udo = u(x).
8B(z,r) 5—0 JoB(x,s)

Pentru a justifica a doua egalitate din (i) e suficient sa observam ca

r T N
/ u(z)dz = / / udo | ds = u(z) / wysY T tds = YN u(z) .
B(z,r) 0 0B(z,s) 0 N

(ii) Presupunem prin absurd ca u nu este o functie armonica. Prin urmare,
existd z € Q gi r > 0 astfel incat B(z,r) C Q si Au # 0 in B(x,r). Fard a
micgora generalitatea, putem presupune cd Au > 0 in B(z,r). Cu aceleasi

notatii ca in (i), avem

r

0=¢'(r) Au(z)dz >0,

- N B(z,r)

ceea ce constituie o contradictie. Cu aceasta, demonstratia este incheiata. [

Cu ajutorul formulei de medie putem deduce cu usurinta urméatorul rezul-
tat (deosebit de util intr-o diversitate de situatii) care afirma in esentd ca

valorile extreme ale unei functii armonice sunt atinse pe frontiera.

Teorema 3. (Principiul slab de maxim pentru functii armonice). Fie
Q C RN o multime deschisa si marginita si fie u € C?(Q) N C(Q) o functie
armonicd. Atunci
(i) maxwu = maxu §i minu = minu.
a o0 a E
(i) Daca, in plus, Q0 este o multime conexa $i exista xo € Q astfel incat

u(zg) = maxu (sau u(xg) = minu), atunci u este o functie constanta in Q.
) )

Demonstratie. Observam cu usurintd ca este suficient sd demonstram
afirmatia (ii). Concluzia de la (i) rezulta apoi aplicand (ii) pe fiecare compo-
nenta conexa a lui €.

Ideea demonstratiei este de a arata ca multimea

A:={z € Q; u(r) = maxu}
Q
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este simultan inchisa si deschisa in ), ceea ce implica A = Q (adicad u este
constantd) sau A = (). Din ipoteza, xg € A, deci A este nevida. Evident, din
continuitatea lui u, multimea A este inchisa in 2. Ramane sa aratam ca A
este deschisa. Fie xp € Q astfel incat u(zg) = maxu := M. Fixam r > 0
astfel incat r < dist (zg,02). Aplicand principiul d% maxim functiei armonice

u avem

M=u(eo) = uly)dy <M.
B(zo,r)

deoarece u < M in B(zg,r). De aici rezulta ca, in mod necesar, u = M
in B(zo,r), ceea ce atrage, in particular, cd A este deschisd. Cu aceasta

demonstratia este incheiata. U

Exercitii.

1. Aratati ca problema Dirichlet

—Au(z) = f(z) pentru x € 2
u(x) = g(x) daca z € 00

are cel mult o solutie clasica.
2. Explicati urmatorul “paradox”: functia u(x,y) = (22+y%—22)/(22+y?)
satisface
Au=0 dacd 22 +y* — 22 < 0

u=0 dacd 22 + y* — 22 = 0.

Inseamna acest lucru ca problema Dirichlet pe cerc cu conditie Dirichlet nula
pe frontiera admite o solutie diferita de solutia banala?

3. (i) Demonstrati ca oricare doua solutii clasice ale problemei Neumann

5511(:1:) = f(z) pentru z € 2 (3.18)
5(:1:) =g(x) daca z € 00

difera printr-o constanta.
(ii) Aratati ca o conditie necesara ca problema (3.18) sa admita solutie

este ca [, fdr = — [5, gdo(x).
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4. Discutati unicitatea solutiei pentru problema Robin

—Au(x) = f(x) pentru z € )
au(z)+ %(w) = g(x) dacd z € 90

unde «a si 3 sunt numere reale astfel incat a® + 82 > 0 si o3 > 0.

5. Aratati ca problema

;

Au=1 in Q:=(-1,1) x (-1,1)
u(=1y) =u(l,y) =0 ye(=1,1)
Ug (@, 1) + uy(z,1) = 0 ze(-1,1)

| (e, 1) = uy(2,~1) = 0 ze(-1,1)

are cel mult o solutie.
Sol. Fie uy si ug doua solutii i u = u; — us. Este suficient s& demonstram

ca v = 0 unde w verifica

Au=0 in (—1,1) x (—1,1)
u(=Ly) =u(l,y) =0 ye(=11)
uz(x, 1) +uy(x,1) =0 z € (-1,1)
\ ug(x, —1) —uy(z,—1) =0 z e (—1,1).
Inmultind cu u in Au = 0 si integrand prin parti obtinem o0 g:j / |Vul?.

De aici rezulta ca este suficient s demonstram ca Vu = 0 1n €, cici aceasta
atrage u = Const. in Q, adica u = 0, folosind ipoteza u(—1,y) = u(1l,y) = 0,

n (—1,1). Folosind conditiile la limita avem

ou L ou L ou
/39u01/_ / aw(x l)d:c/_luax(x,l)d:c—
/1 —1>d—1/1 = (@) 1) dr =
5 (z, T oy x,1)dx =

u?(1,-1) — u?(—1,-1) —u?(1,1) + u?(~1,1)) = 0.

6. Fie u = u(r,¢) o functie armonica in bila B(0,2) C R? astfel incat

u(2,¢) = 2cos2p + 1. Calculati supp(g o) u si u(0).
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7. Fie N > 3. Modificati demonstratia teoremei de medie pentru functii

armonice pentru a arata ca

1 1 1
u(0 :7{ gda+/ ( _ )fd:c,
0 9B(0,R) (N =2)wn Jpo,r) \|z[V72  RN—2

unde u este solutia problemei

—Au=f in B(0, R)

u=yg pe 0B(0, R) .

Formulati si demonstrati un rezultat similar daca N = 2.

8. Fie u, € C%(Q) N C(Q) un sir de functii armonice. Aritati ci daci uy,
converge uniform pe 0 atunci u,, este uniform convergent pe €.

9. Fie Q C RY o multime deschisi, marginita si conexa si u: Q@ — R o
functie continui care este de clasi C? pe Q. Presupunem ci u se anuleazi
in orice punct de pe frontiera lui Q si existd xg € Q astfel incat u(zg) = 0.
Aratati ca exista x1 € Q cu proprietatea ca Au(zy) = 0.

Sol. Dacd v = 0 in 2, afirmatia este evidenta. Presupunem u #Z 0 in
Q. Atunci exista x,, zyp € Q, zy # xpr astfel incat u(zy,) = minu < 0 §i
u(zpr) = maxu > 0. In plus, Au(zy,) > 0 st Au(zp) < 0. Funcgia v=Au
este continl?é pe multimea conexa Q si v(zyr) < 0, v(xy) > 0. Deci exista
x1 € Q astfel incat v(z1) = 0.

10. Fie Q ¢ RY o multime deschis# si marginits, a; : Q — (0,00) functii

continue (i = 1,--- , N) siu : Q — R o functie continua care este de clasa C2 pe
N
82
Q2. Consideram operatorul diferential P(z, D) = E a;(x) 922 Daca functia
€T~
i=1 i

u verifica ecuatia P(z, D)u = 0 in (2, aratati cad supu = supu si inf u = inf u.
Q a0 Q o0

11. Fie Q un domeniu marginit in RY si Q; = RV \ Q. Considerim o

functie u armonica in € astfel incat u € C() §i lim, o u(x) = 0. Aratati

v

ca

|u(z)| < max |u(y)] Vz € Q.
yeN

In particular, daca u = 0 pe 99 si lim|,_oc u(z) = 0, atunci u =0 in Q.
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12. Fie Q := {(z,y) € R?; 22 + 4y? < 1}. Aritati c& problema
—Au =1+ 22 in Q
u=20 pe 092
are o solutie unica u € C%(Q) N C(Q) si, in plus, 0 < u(x,y) < i pentru orice
(z,y) € Q.
13. Fie problema lui Poisson
—Au=1 in 2=(0,1) x (0,1)
u=0 pe 092.

Aratati ca 0 <wu <1/81n [0,1] x [0, 1].
Mai general, aritati ca daca u € C?(Q2) N C(Q) este solutie a problemei

—Au = f(z) in Q=(0,1) x (0,1)
u=20 pe 09,
atunci
1
el < S 11 llec,
unde [[uf|oo := sup, g [u(z, y)l-
14. Fie problema lui Poisson
—Au = f(x) in Q
u=0 pe 09,

unde Q C {(z,y); 22 +y? < R?}.

(i) Aratati ca daca f =1 atunci
R? —
4

0 <u(z,y) < V(z,y) € Q.

(Ind. Comparati u cu functia v(z,y) = ;(R? — 2% — y?).)

(ii) In cazul general, demonstrati ca

R2
lulloo < = [1flloo-
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3.4 Teorema Green-Riemann

Rezultatul urmétor ofera o formuld de reprezentare pentru o functie arbitrara
definita pe 2. Cu ajutorul sau vom deduce formula de medie pentru functii
armonice, precum si o proprietate deosebit de interesanta a solutiei funda-
mentale E a ecuatiei lui Laplace, care pune in evidenta natura singularitatii

acestei functii.

Teorema 4. (teorema Green-Riemann). Fie Q C RN o multime deschisd,
mdrginitd si fie u € C?(Q) N CY(Q) astfel incit Au € C(Q). Atunci

ua) = [ duB@-pdy- | ey a*mda()

(3.19)
/ u(y)aE(ada(y) Vr € Q
N Vy
$1
/A():E— dy/E:c— —()da()
& OF(x (3.20)
/ u(y)aid y)=0 VxeRN\Q
o0 Ly

Demonstratie. Fie 2 € 2 si ¢ > 0 astfel incat B(z,e) C Q. Aplicand a

doua formuld a lui Green in domeniul Q. := Q\ B(z,¢) obtinem

ou OE(z —y) B
[ suBE-pdy- | B G o |t S dot) =0
(3.21)
De aici rezulta ca
OE(x —y) _
0. Au(y)E 938— y)dy — / E(x—y aE(( )ia(y)Jr/aQté(y)ayyda(y) =
[ B0 Grwdoty) — [ ) T o),
(3.22)

unde S. reprezinta sfera de raza ¢ centratd in punctul z. Presupunem in
continuare ca N > 3 si lasam cititorului, ca exercitiu, sa efectueze calculele

care urmeaza in cazul N = 2. Avem

/sg Be=y) %@/) da(y)‘ <
1

(3.23)
aV(y)' do(y) < Ncg

— 0 dacae—0.

(N — 2)wN€N72 /55
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Pe de alta parte,

OE(x —y) x—y 1 1
IR Y (v, B - = —
v PO ) T e T e
(3.24)
pentru orice y € S.. Deci, folosind (3.24),
E(x — 1
/5 u(y) 8(;Vy) do(y) = ToneN T /E u(y) do(y) — —u(z) dacae — 0.
(3.25)
Cum aplicatia y — E(z — y)Au(y) este integrabila pe 2, rezulta ca
lim Au(y)E(x —y)dy = / Au(y —y)dy. (3.26)
e—0 Q

Din (3.22), (3.23), (3.25) si (3.26) obtinem cu usurinta (3.19).
Relatia (3.20) se obtine cu aceleasi argumente ca (3.21), aplicand formula
lui Green direct in 2. Acest lucru este posibil deoarece = ¢ Q, deci aplicatia

Q> yr— E(x —y) este neteda. O

Corolarul 1. (Formula de medie pentru functii armonice). Fie u €

C%(Q) o functie armonicd si x € Q, v > 0 astfel incat B(x,r) C Q. Atunci

u(z) = 748 o W)

Demonstratie. Aplicand teorema Green-Riemann, prima formula lui Green

si tinand cont apoi ca u este o functie armonica, avem (dacd N > 3)

1 1 ou
u(r) = ——— u(y) do(y) + / do
@)= o [ ) s [ ety =
1 1
o v u(y) do(y) + / Au(y) dy =
wyrN-1 /33(x,r) W) do(y) (N =2)unrN=2 Jp(ar (v)dy
: / %
— uw(y) do(y) = u(y) do(y),
T oo (y) do(y) e (y) do(y)
ceea ce incheie demonstratia. a

Am vazut ca solutia fundamentald a ecuatiei lui Laplace este o functie
netedda cu exceptia originii, care constituie o singularitate pentru aceasta

functie. Fie ¢ o functie neteda arbitrara cu suportul compact. Intrucat

AE(z) =0 V2RV )\ {0},



CHAPTER 3. PROBLEME LA LIMITA DE TIP ELIPTIC 36

am fi tentati sa facem urmatorul “calcul” (via formula lui Green si reducand
integralele pe RV la integrale pe o bila suficient de mare):
Ap(z)E(z)dx = AE(z)p(z)dx =0,
RN RN
caci AE = 0, cu exceptia unui singur punct. Lasam cititorul sa gaseasca

gregeala facuta mai sus si prezentam in continuare varianta corecta:

Corolarul 2. Fie ¢ € C2(RY). Atunci
Ap(z)E(z)dx = ¢(0). (3.27)
RN
Demonstratia rezulta prin simpla aplicare a teoremei Green-Riemann pen-
tru functia ¢ gi prin integrare pe o bila suficient de mare centratd in origina.
Rezultatul exprimat in egalitatea (3.27) se exprima in limbajul teoriei
distributiilor prin

AE=6 iRV, (3.28)

unde &y semnifica masura (distributia) lui Dirac concentrata in origine.

3.5 Analiticitatea functiilor armonice

Definitia 4. O functie u : Q@ — R se numeste analiticd dacd pentru orice

compact K continut in Q exista Cg > 0 astfel incat
1 +1
5 [Du(@)] < O
pentru orice x € K i pentru orice multi-indice o.

In mod echivalent, aceasta definitie poate fi exprimata prin posibilitatea
dezvoltarii lui u in serie de puteri, in jurul oricarui punct:
D%u(xg)
u(x) =Y == (& —w0)°,

al
o

pentru orice xq i pentru orice x intr-o vecinatate a lui zg.
Din definitie, cat si din observatia de mai sus, rezulta ca functiile ele-
mentare sunt analitice in domeniul lor de definitie. In particular, solutia fun-

damentald F a ecuatiei lui Laplace este o functie analiticd in RV \ {0}.
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Teorema 5. Fie u : @ — R o functie armonicd. Atunci u este functie

analitica in €.
Demonstratie. Fixam z( € Q i fie
U:={zxeQ; |[x—xo| <r}.

Putem presupune ca U C ). Fixam un compact U C K C 2 si consideram

v € CX(Q) astfel incat suppp =K i p =11n
U.:={x € Q; dist (x,U) <¢€}.

Avem

Alpu) = Au+ulAp+2Vu-Ve in Q.

Asadar, deoarece u este functie armonica,
Alpu) =g :=ulAp+2Vu-Vp in Q.

Pe de alta parte, intrucat pu =0 in Q \ K, teorema Green-Riemann implica
(pu)(z) = /Qg<y)E(x —y)dy  VzeQ.

Dar g =0si ¢ =1 1in U.. Deci

u(z) = / 9B —y)dy Vel
Q\U.

Cum FE este analiticd in R™ \ {0} rezultd ca u este analitica pe U, deci in Q.

O

Folosind faptul c&a o functie armonica este indefinit derivabila i aplicand

formula de medie pentru functii armonice vom demonstra

Teorema 6. (Teorema lui Liouville.) Fie u: RY — R o functie armonicd

marginita inferior. Atunci u este constantd.
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Demonstratie. Fara a micgora cu nimic generalitatea, putem presupune
u > 0. Fie z € RY un punct arbitrar. Deoarece u este armonica, rezulta ci Uy,
este, de asemenea, o functie armonica, pentru orice ¢ = 1,--- , N. Aplicand

formula de medie si teorema divergentei avem

. / . /
Ug, (T)]| = Ug, (Y) dy| = uy; do| <
@l = o | W=l

N

|u| do = — u(x)
WNTN dB(z,r) r ’

pentru orice 7 > 0. Rezulta de aici ci u,,(z) = 0, pentru orice z € RY i

oricare ar fii =1,--- , N, adica u este constanta. O

Exercitii.

1. Fie u : 2 — R o functie armonica si w CC . Aratati ca
N
sup [Vau| < — sup |u]
w d Q

unde d = dist (w, 09Q).
Solutie. Deoarece u este armonica, rezulta ca AVu = 0 in 2. Aplicand

formula de medie functiei armonice Vu avem, pentru r < d si x € w,

N
Vu(y)d
riN /B(xm) (y) Y

N /
uv
N N 8B($,7 )

2. Folosind exercitiul de mai sus aratati ca daca u :  — R este o functie

Vu(z)| =

1

N -
< N wyr
WNT

N
sup |u| = — sup |u] .
Q T oQ

armonica gi r este un numar pozitiv astfel incat Ba,(z¢) CC € atunci exista

o € R astfel incat

_a N
u(z) = ul(y)| < |z —y|* (2r)'7* — S lul  Vz,y € By(20).
2r(Zo

3. Fie v : RY — R o functie armonica cu proprietatea

inf u(x) > —-M(R),

|z|<R
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cu

R—o0

. M(R)
lim ——= =0.
11m R

Demonstrati ca u este constanta.
Ind. Pentru y € RY fixat, fie R > |y|. Se considera apoi aplicatia u(z) +
M (R) definita pe Bg4(y), unde d = R — |y|.

3.6 Functia lui Green
Vom gasi In continuare o formula pentru rezolvarea problemei

Au = in Q
v=t . (3.29)

u=g pe 091,

unde Q C RY este o multime deschisa cu frontiera de clasa C' pe portiuni,
iar f € C(Q), g € C(09) sunt functii date.

Aplicand formula Green-Riemann (3.19) avem

u(x) =/QAU(y)E($—y) Oly—/f3 E(w—y)gu(y) da(y)+/mu(y)wd0(y),

Q Yy
(3.30)
pentru orice x € Q.
Pentru x € Q fixat, fie ¢, (y) solutia problemei
Ap.(y) =0 y €
#a(v) (3.31)
P2(y) = E(x —y) y €0Q.
Prin inmultire in (3.31) cu w si integrare prin parti obtinem
ou 0y
[suteaway= | Swea)dot) - [ ) uty)doty) -
Q 1) aV 9] Va
u Oz
—(y)E(x —y)do(y) — / u(y) do(y) .
o 5, WE@ —y)do(y) o O (y) uly) do(y)
(3.32)

Prin adunarea relatiilor (3.30) si (3.32) obtinem

ue) = [ Bul) (B =) eal) dyt | aty) LEEZI=E gy,

9]
(3.33)
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Fie G(z,y) := pz(y) — E(x — y). Relatia (3.33) devine

uw) = - [ Gaawdr- [ o) G ndotn).  331)

Functia G definita mai sus se numeste functia lui Green pentru problema
Dirichlet. Tinand cont de modul cum a fost definita functia ¢, precum si de

(3.28) rezulta ca

—-AyG(z,y) =6, Yy € Q

G(z,y) =0 Yy € 092
De aici rezultd urmitoarea interpretare fizici (in R3) a functiei lui Green:
functia G(z, y) reprezinta potentialul coulombian generat in domeniul marginit

de suprafata conductoare 02, pusa la pamant, de sarcina ﬁ (= m)

aflata in punctul y € 09).

Teorema 7. (Simetria functiei lui Green.) Daca z, y € Q, x # y atunci

G(z,y) = G(y,z).

Demonstratie. Fie v(z) = G(z, 2), w(z) = G(y, ), z € Q. Avem

Av(z) =0 Vz#
Aw(z) =0 Vz £y (3.35)
v(z) =w(z) =0 Vz e 0Q.

Fie ¢ > 0 suficient de mic. Aplicand formula lui Green in domeniul 2\

(B(z,e) U B(y,¢)) avem

/ ((%w - 8wv> do = / (awv — mw) do, (3.36)
dB(z,¢) ov v dB(y,e) ov v

unde v semnificd normala interioara pe 0B(z,¢) U0B(y,¢). Intrucat w este

functie neteda in vecinatatea lui z avem

/ w2 4ol < €N sup o] >0 daci e — 0. (3.37)
OB(z,e) ov

OB(z,¢)




CHAPTER 3. PROBLEME LA LIMITA DE TIP ELIPTIC 41
Dar v(z) = ¢(2) — E(x — z). Deci

0 OF
lim we’ do = — lim (z —2)w(z)do(z) =
=0 J9B(z,e) ov =0 J9B(z,e) v, (3.38)
= —lim ——— w(z)do(z) = —w(z).
li v [ Wl det) = —ute)

Un argument similar pentru functia v intr-o vecinatate a lui y conduce la

ow
lim v—do = —v(y 3.39
Ll () (3.39)

lim w@ do=0. (3.40)
=0 JoB(ye) OV

Din (3.36), (3.37), (3.38), (3.39) si (3.40) obtinem

G(z,y) =v(y) = w(z) = G(y,z).

3.6.1 Functia lui Green pentru bila

Fixam R > 0 si ne propunem sa gasim expresia functiei lui Green pentru
bila Br(0). Pentru orice x € Bg(0) \ {0} vom nota cu z* imaginea sa prin
inversiunea de pol originea si modul R?, adica

R2

x :Wa: Vz € Br(0) \ {0}.

Cautam functia lui Green sub forma
G(z,y) = aE(x* —y) — E(x — y), aeR.
Din G(z,y) = pz(y) — E(x — y) rezulta
G(xz,y) =0 Vx € Br(0), Yy € 0BR(0). (3.41)
Fixam = € Br(0), z # 0 si y € 0BR(0). Din asemanarea triunghiurilor 20y

si £*Oy rezultd
z| _ R _ |-y

R o[ o=yl
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Agadar (daca N > 3)

1 « 1
0= G Nux (ra:* Ty |x—y\N-2> -
N-2
! ala SN - (342
B~ Njoy \RV2 —y 2~ o=y 2
Oz|:E|N_2 _ RN—Q
(2= N)wnRN2|x —y|N=2"~

Din (3.41) si (3.42) rezulta ca

RN72
Pentru x = 0, solutia problemei
Ago(y) =0 y € Br(0)
1
vo(y) = E(y) (Z (2 — N)LUNRN_Q) y € 0Bg(0)

1
este po(y) = NN BN
In concluzie, functia lui Green pentru problema Dirichlet este data in cazul

bilei de expresia

RNz NE(@* —y) — E(x —y) daca x € Br(0) \ {0}
G(‘rvy) = 1

B N)on V2 — E(y) daca z =0.

(3.43)

Se observa de aici cu usurinta ca

G(z,y) =G(y,z) st G(z,y) >0  Va,y € Bg(0).

>

3.7 Formula lui Poisson

Vom deduce in continuare, folosind expresia explicita a functiei lui Green in

cazul bilei, solutia problemei

Au=0 in Br(0) (3.44)

u=g pe 0Br(0).
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Teorema 8. Fie g € C(0BR). Atunci functia

2 02
R — || / % do(y) Vz € Bp

u(z) = Ron  Jopg |z =yl (3.45)
g(x) Vz € dBg

satisface u € C*(Bgr) N C(BR) si verificd (3.44).

Demonstratie. Din (3.43) si din

1 y—=z

—z|N

VyE(CU —y) = m ly

obtinem, pentru orice x € Br(0) si orice y € 0Br(0),

1
gz(x,y) = 5 (VyGla,y)y) =
RN—3|$‘2—N (y —2%y) _ (y —zy) _
wylz* —y[N - Rwy|z —y|N
_ R% (3.46)
RN=3|g 2N Y= 2N — y—zy)
wy RN |z —y|N Rwy|z —y|N
(R 2zfy—z—y+ay)  |z|*—R?
Rwy|z — y|V ~ Rwy|z —yN’

Dar, conform formulei lui Green,

oG
u@ == [ glu) 5, (@) doty). (3.47
dBr Yy
Din (3.46) si (3.47) obtinem ca solutia problemei (3.44) este data de
R? — |af? / 9(y)
u(x) = do(y Vx € Bg. 3.48
@)= |, G dew) (3.48)

Reciproc, fie g € C(0Bg). Vom demonstra ca functia u definita prin relatia
(3.45) satisface u € C?(Br) N C(BR) si verifica (3.44). Faptul ca u € C?(Bg)
este evident, tinand cont de expresia lui u. Pe de alta parte, din A,G(x,y) =0
rezulta ca

Au(z) =0  Vz e Bg.

Aratdm in continuare ca u este continua pe 0Bgr. Fie xg € 0Bpg si ¢ > 0. Din

continuitatea lui g rezulta ca exista § > 0 astfel incat

lg(y) —g(x0)| <e  Vy€OBr, |y—x0| <9.
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Notam prin

R% — |z|?
K =
(z,9) Rwy |z —y|N

nucleul lui Poisson. Rezulta ca

[u(x) —u(xo)| < K(z,9) l9(y) — g(wo)| do(y) <
OBRr

/ K(z,y)|9(y) — g(x0)| do(y)+
ly—x0|<d;y€OBR

K(z,y) |9(y) — g(zo)| do(y) <
ly—x0|>0: y€OBR

gl i~ (R? — |af?)
T

RN7% < 2¢,
daca |z — zo| < min{6/2; (6/2)" ¢/(4|g|| L~ RN 1)} O

Folosind formula lui Poisson putem deduce cu usurinta reciproca teoremei

de medie pentru functii armonice.

Corolarul 3. Ficu : Q) — R o functie continua astfel incat pentru orice x € §2

exista r(z) > 0 cu proprietatea ca

u(z) = j{ u(y) do(y) VR < r(x) cu B(x,R) C Q. (3.49)
OB(z,R)
Atunci u este o functie armonica in .

Demonstratie. E suficient sa aratam ca u este armonica in orice bila
continuta in Q. Fie asadar B = B(z, R) CC . Conform formulei lui Poisson,
exista o functie v care este armonica in B si astfel incat v = u pe 0B. Mai

precis,

R2 _ 2
R’z]\/ i /BB |zu_(Zy)|N do(z) dacay e B

u(y) dacd y € 0B.

Din ipoteza si din faptul ca v este o functie armonica (deci este valabila directa

teoremei de medie) rezulta ca

sup(v —u) = inf(v —u) =0,
B B
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adicad v = w In B. Prin urmare, u este o functie armonica in B, ceea ce incheie

demonstratia. O

Suntem acum in masura sa deducem urmétoarea proprietate interesanta a

functiilor armonice.

Corolarul 4. Fie u, : @ — R un sir de functii armonice cu proprietatea
ca este uniform convergent pe orice mullime compacta continutda in ) catre o

functie u. Atunci u este o functie armonicd.

Demonstratie. Conform rezultatului precedent e suficient sa aratam ca
pentru orice z € () este verificata relatia (3.49). Dar u,, este o functie armonica,

pentru orice n > 1. Deci

up(x) = j{ un(y) do(y) VR < dist (x,090) . (3.50)
OB(z,R)
Trecand la limita in (3.50) cu n — oo obtinem (3.49). O
Exercitii.

1. Fie N > 3. Aratati ca

Rwpy o
Py N-1
wi=r |7 = vl R wy daca |z| > R.

||V =2 (|f* — R?)

Cercetati problema similara pentru N = 2.

2. Rezolvati ecuatia lui Poisson —Au = a, a € R, in discul de raza R, cu
conditia pe frontiera Ju/dv|,_p = b, alegand b astfel incat problema sa aiba
solutie.

R. Solutia exista daca aR+ 2b = 0 si este determinata pana la o constanta

aditiva: u(r) = —ar?/4 + Const.
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3.8 Metoda separarii variabilelor. Aplicatie la de-
ducerea formulei lui Poisson in R?

Tlustram in cele ce urmeaza metoda lui Fourier de separare a variabilelor pentru
a deduce formula lui Poisson in dimensiune 2.

Fie R > 0si f : R — R o functie continua. Ne propunem sa gasim o
functie u = u(r,0) € C?(B(0, R)) N C(dB(0, R)) care verifici

Au=0  in B(0,R) C R?

u(R,0) = f(0).

(3.51)

Cautam functia u sub forma u(r,0) = A(r)B(f). Reamintim ca formula lapla-

cianului in coordonate polare este
1 1
Au = up + — ugp + — Uy -
r r
Introducand in (3.51) obtinem
1 1 / 1 1
A"B+-A'B+ < AB"=0.
r r2
Impértind prin AB si inmultind apoi cu r? gisim
2A/4// A/ _Bf//

'I"Z—F’I"I: B

In membrul stdng avem o functie care depinde doar de r iar in cel drept o
functie ce depinde de 6. Acest lucru este posibil numai daca fiecare functie se

reduce la o constanta. Deci exista A € R astfel Incat
r2A" 4 rA = XA =0 (3.52)

i
B"+AB=0. (3.53)

In plus, B este o functie periodica de perioada 2w, adica

B(0) = B(0 + 2n) Vo € [0,27). (3.54)
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Din (3.53) si (3.54) rezulta A > 0 si

B(0) = Cy cos VAO + Cysin V6.
Folosind conditia de periodicitate (3.54) obtinem A = n? (n > 0) deci
B, (0) = Cpcosnf + D, sinnf Yn>0. (3.55)

Introducem acum valoarea A = n? in (3.52) si cautdm solutiile sub forma
A(r) =r*. Gasim

ala = 1)r* + ar® —n?r® =0,

care implica o = £n. Deci
An(0) = Cir" 4 Cor™" n>1.

De aici deducem Cs = 0, pentru a evita singularitatea ce ar aparea in origine.
Deci

An () = Apr™ Vn>1. (3.56)

Din (3.55) si (3.56) gasim
U (1,0) = 1" (Cpcosnb + Dy sinnb),

adica

1
u(r,0) = 5 Co + > " r"(Cpcosn b + Dy sinn) . (3.57)

n>1
Ne propunem in continuare sa gasim constantele C,, si D,,, folosind conditia pe
frontiera din (3.51). Ideea este urmatoarea: punem r = R in (3.57), inmultim
apoi cu cos j6 si integram pe [0, 27]. Gasim astfel
1 2

=,

f(p)cosjpdp  Vj>0.

Inmultind apoi cu sin j6 si integrand pe [0, 27| obtinem

1 [ o .
Dj=—0; ; flp)sinjodp  Vj=>1.

Exercitii.
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1. Rezolvati ecuatia Au = 01n Q := (0,a) x (0,b) in raport cu urmatoarele
conditii la limita, folosind metoda separarii variabilelor:

(i) u(0,y) = u(a,y) = u(z,b) =0, z € (0,a), y € (0,b).

(ii) w(0,y) = u(a,y) = 0, u(z,0) = u(z,b) = 2z(z —a), x € (0,a), y €
(0,b).

(iii) u(z,0) = u(z,b) = x(z — a), u(0,y) = u(a,y) = sin %y’ z € (0,a),
y € (0,b).

2. Presupunem ci u este o functie armonica in RY si ci u(z) = ui(z1) - - un(zy).
Aratati cd uf —\u; = 0 (A\; =Const., i =1,--- , N) si, In plus, \j+-- -+ Ay =
0.

3. Gasiti o functie armonica in regiunea |z| > 1 care sa verifice conditia
u(1,0) = f(9).

4. Gasiti o solutie netriviala a ecuatiei omogene Au = 0 daci 22 +y? < 1,
cu conditiile la limitd u + Ou/0v = 0 pentru x? + y? = 1.

5. Rezolvati problema

Au=0 in (0,a) x (0,b)

u(z,0) = u(z,b) = u(a,y) =0 pentru z € [0,a] si y € (0,b)
ou .

5,0 Y) +2u(0,y) = g(y) daca y € (0,0),

unde g este continua gi A este un numar real.
6. Fie Q := {(z,y) € R?; y? < 1}. Aratati c& problema
—Au=1 in Q

u=0 pe 002

are o unica solutie u € C2?(Q) N C(Q) si calculati apoi u.

7. Gasiti solutia problemei

—Au=1 in B1(0) c RV

u=0 pe 0B1(0).
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8. Fie0<e<1sgiQ :={xecRY; e< x| <1} Gasiti solugia problemei

—Au=1 n Q.
u=20 pe 082

si examinati apoi comportamentul acestei solutii cand £ — 0.

3.9 Inegalitatea lui Harnack

Rezultatul urmator arata ca raportul dintre valorile extreme ale functiilor
armonice pozitive se incadreaza intre anumite limite. Altfel spus, valoarea
maxima a unei asemenea functii nu poate depéasi o anumita limita, care depinde
de minimul sau. Cu alte cuvinte, o functie armonica pozitiva nu poate lua
intr-un anume domeniu atat valori foarte mari cat si valori foarte apropiate
de zero.

Demonstram mai intai inegalitatea lui Harnack in cazul discului, acest
rezultat fiind o consecinta directa a formulei lui Poisson si a formulei de medie

pentru functii armonice.
Teorema 9. Fie Bp C RN discul deschis de razi R centrat in origind si
u € C%(Br) N C(BR) o functie armonicd nenegativd. Atunci

R 1 YO <) < TR w0, 399

pentru orice x € BR.

Demonstratie. Aplicand formula lui Poisson si utilizand inegalitatea |y —

x| > |y| — |x| precum si ipoteza u > 0, obtinem

R |ap uy) o R* —|z? oy
" R}CEUQN /gR [y — 5‘7|Nd = R“’NR /yR (lyl = W)Nd )
— = aali U o
Rwy(R — |z[)¥ /y|=R ulu)doly) = Rwy (R — |z)N—1 /y|=R ((y)d) ).
3.99

Aplicand acum formula de medie functiei armonice u, inegalitatea de mai sus
conduce la

R+ |x|

@) _ RN"2(R+ a))
= Ron (R = o))V -

wy RN~ 1u(0) B= )" u(0) .
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Cealalta inegalitate din (3.58) se demonstreaza asemanator, utilizand de

aceastd data inegalitatea |y — z| < |y| + |z]. O

Rezultatul de mai sus permite regasirea teoremei lui Liouville (Teorema
8). Intr-adevir, si presupunem ci u : RV — [0,00) este o functie armonica.
Fixand arbitrar z € RY gi trecand la limitd cu R — oo in (3.59), obtinem

u(z) = u(0), adicd u este constanti in RY.

Teorema 10. Fie Q C RY un deschis arbitrar siw CC Q o multime deschisd,

marginitd i conexd. Atunci exista o constantd C = C(w) astfel incat
supu < C infu,
w w

pentru orice functie armonicd u : 2 — R care satisface u > 0 in .

Teorema lui Harnack implica

%u(y) <u(z) < Culy) Ve, y € w.

Asgadar, valorile unei functii armonice ne-negative pe w sunt comparabile, in
sensul ca u nu poate fi foarte mica (sau foarte mare) intr-un punct decat daca

ea este foarte mica (sau foarte mare) in toate punctele.

Demonstratie. Fixam r < %dist (w,00) si fie z, y € w astfel incat |x —
y| < r. Aplicand formula de medie pentru functii armonice avem

N
u(x) = u(z)dz > —— u(z)dz =
(@) 7{ z,2r) () dz > wn2NTN g *

5 i
oN é(yﬂ u(z)dz = 2—Nu(y) .

Rezulta ca
1
2N u(y) > u(z) > 2TVU(?/) Vr,yew, |z —yl <r. (3.60)

Cum multimea @ este compacta, ea se poate acoperi cu un numar finit de bile
B; de raza r si, in plus, B; si B;y1 sunt disjuncte. Cu alte cuvinte, exista p
bile B; de raza r (p depinde doar de w) astfel incat

p
wc|JBi(r) § BinBij1=0 Vi=1,--,p—1.
i=1
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Repetand de p ori argumentul facut in cazul unei singure bile si tinand cont
de (3.60) obtinem
1

u@) 2 s uly)  Vryew,

ceea ce Incheie demonstratia. O

Importante progrese in directia extinderii teoremei lui Harnack si a prin-
cipiilor de maxim au fost facute de catre DeGiorgi [16], Serrin [60] si Stampac-
chia [67]. Ei au aratat ca aceste rezultate raman valabile daca se inlocuieste

operatorul lui Laplace cu operatori de tipul

Y9 ou Y du
LUZZT% aij(ﬂf)% +Zai%+aoua
i,j=1 i=1

unde ag < 0, iar coeficientii a;; € L>(§2) satisfac conditia de uniform eliptici-
tate

N
Y ai(@)&& = alEP VE= (G, En) €ERY, a >0, apt.z €.
i,j=1
Amintim in aceasta directie ca Serrin demonstreaza in [60], utilizand principiul
de maxim, o inegalitate de tip Harnack pentru ecuatii uniform eliptice in doua

variabile. Mai precis, daca
Lu = augy + 2bugzy + cuyy

este un operator uniform eliptic in bila Bg C R? iar u € C?(BRg) este o solutie
nenegativa a ecuatiei Lu = 0 in Bp, atunci exista o constantda C' = C(R, L)

astfel Incat

éu(o) <u(2) <Cu(0)  Vz=(x,y) € Bgu.

Cu un argument similar celui folosit la inceputul acestui paragraf se poate
deduce o teoremé de tip Liouville pentru operatorul L definit mai sus. Ine-
galitatea lui Harnack demonstrata de Serrin cat si varianta corespunzatoare

a teoremei lui Liouville sunt legate de teorema lui Bernstein [32] pe suprafete
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de curbura negativa sau nula, care implica faptul ca orice solutie a problemei

uniform eliptice

AUgy + 20Uzy + cyy =0 in R2

lim M*O z = (z,y)

|z|—c0 |2

trebuie sa fie constanta. Rezultatul lui Bernstein este bazat tot pe principiul

de maxim dar argumentul sa este diferit si de natura geometrica.

Exercitii.

1. Aratati ca orice sir crescator de functii armonice u,, : 2 — R converge,
sau catre +o0o (uniform pe orice compact continut in ), sau catre o functie
armonica in €.

2. Aratati ca daca |Au| < M si u > 0 in discul 22 4+ y? < R? atunci

R—r

R+r

1
gf: <u(0,0)+4M (R2+(R—r)2)) Vri=+vz2+y2 <R.

(40,0~ {3 (74 (R41?)) < ) <

Sol. A demonstra a doua inegalitate revine la a arata ca

M R+ M
u(z,y) — Z(R2—r2) < - <u(0,0)—|—4R2>.

Fie w € C%(Bg) N C(Bg) functia armonics in Bp satisfacand w = u pe OBg.
Aplicand teorema 9 si tinand cont de faptul ca u(0,0) + % R? = w(0,0),

observam ca este suficient sa demonstram ca

u(esy) — o (R =) < wla,y) < ule,y) + o (B =)

Aceste inegalitati sunt o consecinta imediata a principiului de maxim.

3.10 Principii de maxim pentru functii subarmonice

Fie Q ¢ RY o multime deschisi si conex cu frontiera de clasia C! pe portiuni.

Daca u € C?(Q) are un maxim local intr-un punct interior zo € € atunci
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Vu(zo) = 0 §i Uy, (o) < 0, pentru orice ¢ = 1,--- , N. Rezulta Au(xg) < 0.
In concluzie, dacd Au > 0 in €2 atunci v nu-gi poate atinge maximul in 2 decat

daca u = Const.

Definitia 5. O functie v € C%(Q)) se numeste subarmonicd (resp. superar-

monicd) dacd —Au < 0 (resp. —Au >0) in Q.

Teorema 11. (Principiul slab de maxim pentru functii subarmonice).
Fieu € C%(Q) o functie subarmonicd. Dacd existd xo € Q astfel incat u(xg) =

supq u atunct u este constanta.

Demonstratie. Fie o € Q astfel incat u(zg) = M := supg. Fixam
R < dist (xg,090) si fie r < R. Aplicand teorema Green-Riemann gi prima
formula a lui Green avem

PR TS Wy V.

(2 - N)WN B(=xo,r) |33‘0 -
1 ou 1

- d —
@ Vo2 Jopnn 5, (W) do(y) PN /8 B(mm)u(y) o(y)

1 / Au(y)
B IO
(2= N)wN JB(@or) 170 — yIV 2 Y

1 1
Au(y) dy + ——— / u(y) do(y) <
(N _ 2)wNTN_2 Bzoxr) (y) Yy wyrN-1 9B(zor) (Z/) (?J)

1
—_— u(y) do(y),
el L)

caci u este subarmonica. De aici rezulta ca u(xg) = u(y), oricare ar fi y €

0B(zg,r). Cum r a fost ales In mod arbitrar, rezulta de aici ca u(zo) = u(y),

pentru orice y € B(xp, R). Cu alte cuvinte, multimea nevida
A={zeQ; ulx) =M}

este deschisa. Din continuitatea lui u, aceasta multime este si inchisa. Asadar,
A este simultan inchisa gi deschisa. Cum ) este conexa, rezulta de aici ca
A=Q. O

Din Teorema 11 rezulta imediat
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Corolarul 5. Fie Q C RY o multime deschisa si marginita si fie u € C2(Q)N
C(Q) o functie subarmonicd. Atunci
maxu = maxu .
Q E19)
Pentru acest rezultat putem da si urmatoarea demonstratie alternativa:

evident avem

maxu > maxu. (3.61)
a o0

Presupunem prin absurd ci nu avem egalitate in (3.61). Deci exista 29 € Q
astfel incat

u(zp) = maxu > maxu. (3.62)
Q o0

Fie
v(z) = u(x) + |z — zo|?.
Din definitia lui v si din faptul ca inegalitatea din (3.62) este stricta rezulta

ca putem alege € > 0 suficient de mic astfel Incat
v(xo) = u(xg) > maxv. (3.63)

Deoarece

maxv > maxu
Q Q

rezultd, folosind (3.63), ci functia v isi atinge maximul in Q intr-un punct

interior lui €2, fie acesta x1. Deci, in baza ipotezei ca u este subarmonica,

Av(z) = Au(z) +2e N >2e N >0 Vx €

si
v .
(1) <0 Vi=1,---,N,
Ox;
ceea ce constituie o contradictie. O

Rezultatul urmator constituie o alta varianta a principiului de maxim,

pornind de la caracterizarea functiilor subarmonice, via formula de medie.
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Propozitia 1. Fie u : @ — R o functie continua astfel incat pentru orice
x € Q, exista r =r(x) > 0 cu proprietatea ca

w0 < [ uliotw),

WN

pentru orice r < r(x) astfel incat B(x,r) C .
Presupunem ca exista xo € Q astfel incat u(xg) = supq u. Atunci u este

constanta.
Demonstratie. Fie
A:={zeQ; u(r) =u(xo)}.

Din ipoteza rezulta ca A este nevida. In plus, continuitatea lui u atrage ca
A este inchisa. Faptul ca A este deschisa rezulta cu aceleagi argumente ca in

demonstratia teoremei 11. Prin urmare, A = Q. O

Propozitia 2. Fie Q C RY o multime deschisd si conexd. Fiea:Q — R o

functie continud, a > 0 siu € C?(Q) astfel incat
—Au(z) + a(z)u(x) <0 in . (3.64)

Presupunem ca supu > 0 si u nu este constanta in Q. Atunci functia u nu isi
Q

atinge marginea superioard in interiorul lui ).

Demonstratie. Presupunem, prin reducere la absurd, ca existd xg € (2
astfel incat

u(xg) = M = sgpu > 0.

In particular, exista R > 0 astfel incat v > 0 in B(xo, R). Din ipoteza rezulta
cd —Au < 0 1n B(zg, R). Deci, conform teoremei 11, u = M in B(xg, R),
adica multimea

A={z e Qu(z)=M}

este deschisa. Aceastd multime este si inchisa, céci u este continua. Cum §2
este conexa si A # 0, rezulta A = ), adicd u este constantd in €, ceea ce

contrazice ipoteza. O
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Conditia a > 0 din ipoteza propozitiei 2 este esentiala. Intr-adevar, functia

P . . .
u(z) = e~ 1" are un maxim absolut in z = 0, desi

—Au(z) + (4|z]* — 2N)u(z) =0 Ve € RV,

Urmatorul rezultat ofera informatii mult mai precise in legatura cu functiile
sub (super) armonice. Vom prezenta de data aceasta rezultatul pentru cazul

functiilor superarmonice.

Definitia 6. Fie Q un deschis din RN. Un punct xg € 0Q are proprietatea
sferei interioare dacd existd o bild inchisd B C Q astfel incat B N oQ = {x¢}.
Vom spune ca ) are proprietatea sferei interioare dacd orice punct de pe

frontierd are aceasta proprietate.

Teorema 12. (Principiul tare de maxim al lui Hopf). Presupunem ca
Q C RN este un domeniu cu proprietatea sferei interioare siu € C*(Q)NC(Q)
este o functie superarmonica in . Presupunem de asemenea cd u isi atinge
minimul in Q intr-un punct xog € OQ si, in plus, existd %(1‘0). Atunci are loc
urmatoarea alternativa:

(i) u este constanta in

Sau
0
(ii) a—Z(xo)<0.

Demonstratie. Fie B = B(x1,R) C Q astfel incat z9 € 0B. Fie de
asemenea o alta bilda By C B centrata in z1 si Qo = B\ Bp. Pentru a > 0,

consideram functia

ema B _ gmale—zi|® dacd x € B
g9(x) =
0 dacaz ¢ B.
Aceasta functie are urmatoarele proprietati:
1. ge C%(Qg) NCRY).
2. g<01in Q.
3. —Ag(z) =2a2alz — 1|2 — N) e @lz=21® > 0, pentru orice z € Q

si a > 0 suficient de mare.
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Fie functia v = u + € g, unde € > 0. Rezulta urmatoarele:

a) —Av=—Au—cAg > 01n Qp, deci v este superarmonica in .

b) v(zg) = u(xo) =: m si u(x) > u(zg), pentru orice x € Q. De aici si
din modul in care a fost definit v rezulta ca exista € > 0 suficient de mic astfel
incat

v(xz) >u(xg) =m  Vre€dBy. (3.65)

Daca v nu este constanta, rezulta din principiul slab de maxim aplicat functiei

superarmonice v ca minv este atins pe 92y = 0B U dBy. Tinand acum cont

Qo
de (3.65) deducem ca minwv se atinge pe 9B in g, cici vjpp = ujpp. Insa
Qo
ov
— <0 3.66
5, (©0) <0, (3.66)

cacl vjpp = ujpp- Pe de alta parte

ov ou dg
5, (20) = 5-(20) + & 77 (20) <0 (3.67)
si
0
afi(xo) >0. (3.68)
Din (3.67) si (3.68) deducem ca
0
o= (30) < 0

g

Principiul tare de maxim este datorat lui Hopf [33], dar o demonstratie
independenta, diferitda doar prin alegerea functiei de comparatie g, a fost
obtinuta in Oleinik [51].

Principiul tare de maxim raméane valabil chiar daca derivata normala a lui

u nu exista in xg. In acest caz concluzia %(xo) < 0 se inlocuieste prin

lim sup 7u(x0) —u(@)

< 0,
T—T0 |x - x0|

dacé unghiul dintre vectorul xg — x gi normala la 92 in z( este mai mic decat

un anume § € (0, 7).
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Exercitii.

1. Aratati ci dacd f : R — R este o functie convexa de clasa C? iar
u: 2 — R este o functie armonica, atunci functia f o u este subarmonica.

2. Presupunem cia u € C2%(Q) este o functie strict pozitiva cu propri-
etatea ci v = ueXiz1 4% este subarmonica, pentru orice alegere a constantelor
ai, -+ ,an. Aratati ca Inu este o functie subarmonica in €.

Ind. Se arata mai intai ca

N N
_ 3N e au 2
Avy = e2i=1 (Au—|—2;alaxi+;a,u)20-

Deci uAu — [Vul? > 0, ceea ce inseamni ci Inu este subarmonici.
3. Demonstrati ci daci u este o functie armonici atunci v = |Vul|? este
subarmonica.
4. Fie u o solutie a problemei
—Au=u—u? in Q

u=0 pe 09).
Aratati ca —1 <wu < 11n €. Pot fi atinse valorile &1 in Q7
5. Fie A si B dous multimi compacte disjuncte din R? gi  := R3\ (AU B).
Fie u o solutie a problemei
Au=0 in Q
u(z) — 0 daca |z| — o0

Ujp4 = constant

(3.69)
ujpp = constant
ou
—=0>0
0A gl/
U
— =0.
/BB 8V

Aratati ca
(i) problema (3.69) are solutie unica.
(ii) w > 01n Q.
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(iii) w > 0 1n Q.
Indicatii. (i) Aplicati principiul lui Hopf.
(ii) Prin absurd, daca minu < 0, aplicati din nou principiul tare de maxim.
Interpretare fizica. Functia v se numeste potentialul electrostatic al
conductorilor A gi B. Cantitatea () se numeste sarcina pe conductorul A, in
timp ce conductorul B este neincarcat.
6. Fie Q ¢ RY un domeniu mérginit cu frontiera neteds. Presupunem c&

u este o solutie a problemei supradeterminate de tip Pompeiu

—Au=1 in Q
u=0 pe 0Q
ou
— = C = Const. pe 09).
ov
Aratati ca Q este o bila si u(z) = %
Sol. Se verifica printr-un calcul elementar ca A(ru,) = —2, deci 2u—ru, =

—uA(ru,) + ru,Au. Aplicand a doua formula a lui Green se obtine

/(2u—rur)dm:C2/ @da:CQN\m.
Q o0 OV

Pe de alta parte

/rurdm: —N/udx si (N+2)/udx:C2N]Q\.
Q Q Q

Mai mult,

N 0%u
1=(Au)? < N[Vu><N > <8m-8x‘)
? J

3,7=1

N
2u 9%u 2
A ('V“‘“N) =22, (ax.ax-) N 20
ij=1 v

De aici si din principiul de maxim pentru functii subarmonice rezulta ca

si

Vul2+ 2 < C? sau |Vul2+ 2 = C? in Q. Ultima varianti nu este posi-
N N p

2
<1+N)/Qfdx<02m].

bila, caci ar implica
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Agadar, ug,.; = —0i5/N si u = (2N)"'(A — r?). Conditia la limitd de tip
Dirichlet pentru u arata acum ca () este o bila de raza VA.

7. Demonstrati teorema celor trei cercuri a lui Hadamard: Fie u
o functie subarmonica in coroana circulard a < |z| < b din plan si m(r) :=
max{u(z); |z| = r}. Ardtati ca functia m satisface inegalitatea

m(a)(lnb —1nr) +m(b)(lnr —Ina)

b —Ina Ya<r<hb.

m(r) <

Ind. Aplicati principiul de maxim functiei v(r) = u(r) — (C1 + C3 Inr),

cu o alegere convenabila a constantelor C; si Cs.

3.11 Existenta solutiei pentru problema Dirichlet.
Metoda lui Perron

Fie Q ¢ RY o multime deschisd, marginita cu frontiera de clasa C2. Scopul
nostru este de a demonstra in continuare existenta unei solutii v € C%(Q) N
C(09) pentru problema

Au=f in
(3.70)

u=g pe 0L,

unde f: Q2 — R gi g: 92 — R sunt functii date, suficient de netede.

Am demonstrat anterior (vezi Teorema 1) ca functia

uo(z) = /Q Bz - y)f(y) dy

satisface
Aug = f in Q.

Prin urmare, tinand cont de liniaritatea operatorului lui Laplace, este suficient

sa probam existenta solutiei pentru problema

Au=0 in
(3.71)

u=g pe 09).

Vom presupune in cele ce urmeaza ca g : 02 — R este o functie continua.
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Definitia 7. O functie u € C?(Q) N C(0Q) se numeste subsolutie pentru
problema (3.71) daca

—Au<0 in )
(3.72)

u<g pe 0€).

O functie u € C*(Q) N C(09) se numeste supersolutie pentru problema (3.71)
daca
—~Au >0 in Q
(3.73)
u>yg pe 082 .

Existenta unei subsolutii (resp. supersolutii) pentru problema (3.71) rezulta
cu ugurintd. De pilda, functia u = —n este subsolutie, pentru n suficient de
mare. In plus, principiul de maxim arata ca daca u este solutie a problemei
(3.71) iar u este o subsolutie, atunci u < w in §2. De aici reiese ca un posibil

candidat de solutie pentru (3.71) este functia
u(z) = sup{u(z); u este subsolutie} .
Lucrurile stau cu adevarat asga in plan. Intr-adevar, considerand problema

v'=0 in (0,1)

u(0) =a (3.74)

functia
u(z) = sup{u(z); u este convexa i u(0) < a, u(l) < b}

reprezinta dreapta ce trece prin punctele (0,a) si (1,b). Aceasta este insa
unica solutie a problemei (3.74).
Urmaétoarea notiune de functie subarmonica nu cere ca aceasta sa fie de

clasa C2.

Definitia 8. O functie u € C(Q2) se numeste subarmonica (resp. superar-

monicd) dacd pentru orice bild B cu B C Q si orice functie p € C*(B) astfel
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incat Ap =0 1in B siu < @ (resp. u> ¢) pe IB, avem u < ¢ (resp. u > @)
in B.

O subsolutie (resp. supersolutie) a problemei Dirichlet (3.71) este o functie

u € C(R) care este subarmonica (resp. superarmonicd) si satisface u < g

(resp. u > g) pe ON.

Exemplu. Daci u € C?(Q)NC(Q) si —Au < 0 in €, atunci u este o

functie subarmonica in sensul definitiei 8, conform principiului de maxim.

Propozitia 3. (i) Fie u1, ug functii subarmonice in sensul definitiei 8. Atunci
functia max{uy,us} este o functie subarmonica.

(ii) Fie u € C(Q) o functie subarmonicd in 0 si B o bild astfel incadt
B C Q. Fie @ extensia armonicd a lui u pe B astfel incit & = u pe OB.
Atunci functia

u(x) daca v € B
u(zx) daca v € Q\ B

este subarmonica in Q.

Demonstratie. (i) Rezulta din definitia functiei subarmonice.
(ii) Fie B = B(xo, R). Conform formulei lui Poisson, functia @ este data
de
2 |2
R — |z — 2| / %dg(w Ve € B
() — Rwn 0B(xo,R) 1T — Y

u(x) Ve ¢ B.

Fie By CC £ o bila si ¢ o functie armonica in By astfel incat Ujpp, < ¢joB,-
Vom arata ca

U<y in (B()\B)U(BoﬂB) = By. (375)

Din faptul ca u este subarmonica si u = 4@ pe 9B rezultd ca v < @ In B.
Rezulta din definitia lui U ca v < U in €. Pe de alta parte, U < ¢ pe 0By.
Deci u < U < ¢ pe 0By. Am obtinut ca u < ¢ pe 0By, u este subarmonica in

By, iar ¢ este armonica in By. De aici rezulta ca

u<e¢ InBy\B. (3.76)
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Pe de alta parte,
AU =Au=0 in B

si
US(,O pea(BﬁBo).

De aici rezulta ca

U<¢ mmBNB. (3.77)

Din (3.76) si (3.77) obtinem (3.75). O
Urmatorul rezultat este datorat lui Hopf [31] si a fost demonstrat in 1927.

Teorema 13. (Principiul de maxim pentru functii subarmonice). Fie
u € C(Q) o functie subarmonicd astfel incat u < 0 pe 0. Atunci are loc
urmatoarea alternativa:

(i) w=0 inQ

sau
(i) w <0 in .
Demonstratie. Rationand prin reducere la absurd, presupunem ca exista
xg € Q astfel incat u(xg) = M :=supu > 0. Dacd u = M in Q atunci, din

Q
continuitatea lui v pana la frontiera si din v < 0 pe 992, rezulta M = 0, adica
().
Presupunem acum ca u Z M 1n € si alegem o bila B CC ) astfel incat
zg € B i u #Const. pe 0B. Fie @ extensia armonica a lui u pe B data de

formula lui Poisson. Asadar
At =0 in B
U=1u pe 0B.
De aici gi din faptul ca 4 este subarmonica rezulta ca

u<w inB. (3.78)

Pe de alta parte,

maxu —maxu — maxu < M.
B B dB
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Deci, conform (3.78)
M = u(zg) < a(xo) < M,

de unde rezulta ca u(xg) = M. Cum @ este armonica in B, xg € B, u(xg) =
M = supgu, rezulta ca u = M in B, conform principiului de maxim pentru

functii armonice. Asadar
Uop =M = upop ,
ceea ce constituie o contradictie. O

Folosind constructia de mai sus, bazatd pe notiunea de functie continua
subarmonica, ne propunem sa demonstram in continuare existenta unei solutii

pentru problema la limita (3.71).

Teorema 14. Fie Q C RN o multime deschisd, mdrginitd, cu frontiera de
clasi C? si g : 00 — R o functie continud. Atunci problema Dirichlet (3.71)

are solutie.

Demonstratie. Fie S; multimea tuturor subsolutiilor (in sens clasic) pen-

tru problema (3.71), adica
Sy = {fueC?()NCE); —Au<0in Qs u<g pe 0Q}.

Definim

u(z) := sup u(z) r €. (3.79)
UESy

Observam mai intai ca functia u este bine definita. Intr-adevar, “sup” in (3.79)
exista si este finit, caci orice subsolutie este mai mica decat orice supersolutie.
Pentru a demonstra teorema 14 vom demonstra mai intai ca u este functie

armonica, apoi ca ea satisface conditia la limita din (3.71).
Lema 1. Functia u este armonica in €.

Demonstratia lemei. Fie zg € Qi (v,) C Sy astfel incat vy, (z) — u(xo)
dacd n — oo. Evident, girul (v,) este marginit superior (de pilda, de orice

supersolutie a problemei (3.71)). Mai mult, putem presupune ca sirul (v,) este
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marginit inferior. Intr-adevar, daca nu ar fi aga, inlocuim v, prin max{v,,u},
unde u € S, este un element fixat in mod arbitrar. Fie acum R > 0 astfel
incat B(xo, R) C Q. Notam cu V,, extensia armonica a lui v, pe aceasta bila,
resp. V, este solutia problemei

AV, =0 in B(zg, R) (3.80)

Vo =vn pe OB(xo, R) .
Mai mult, reamintim ca formula lui Poisson ne da expresia explicita a functiei
Va: ) )
o) = el [ )
Rwn 9B(wo.R) |7 — Y1V

Deci multimea de functii armonice {V;} este uniform marginita. Asadar,
trecand eventual la un subgir, putem presupune ca V,, converge uniform pe
orice multime compacta continuta in B cétre o functie armonica v. Din V,, €
Sy si din definitia lui w rezultd ca v < u in B(zo, R) si, in plus, v € Sy.

Aratam acum cad v = u in B := B(xp, R). Presupunem, prin absurd, ca
v(z1) < w(z1), pentru un anume x; € B. Deci exista u € S, astfel incat
v(z1) < u(z1). Fie w, = max{u,V,} si W, extensia armonica a lui w, in
raport cu B. Ca mai sus, putem presupune ca W, converge in B catre o
functie armonica w. Deci, v < w in B §i v(zg) = w(xp). Aplicand acum

principiul de maxim obtinem v = w in B, ceea ce contrazice alegerea lui u. [J

Vom arata in continuare ca u este o functie continuad pana la frontiera lui
Q si, in plus, v = g pe 05. Fixam zo € 00. Intrucat 0N este de clasa C?,
existd o bila B = B(y, R) exterioara lui Q astfel incit BN Q = {xg}. Fie

) | r€Q daca N >3
|z — 20|
R

Observam ca functia “bariera” w este armonica in €2 si, in plus, w > 0 in
Q\ {zo}, w(zg) = 0.

Lema 2. Pentru orice xo € 02 avem

w(zx) =

In xeQ daca N =2.

lim u(x) = g(xo) .

T—xT0
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Demonstratia lemei. Fie ¢ > 0 i M := ||g||z. Din continuitatea lui g

rezulta ca exista d > 0 astfel incat
lg(x) — g(xo)| < € Ve € 00, |x— x| <. (3.81)
Din definitia lui w rezulta ca existd un numaéar natural k astfel incat
kw(z) > 2M Ve eQ, |x—xg| >9. (3.82)

Aplicatiile —kw(x) + g(xo) — € si kw(z) + g(xg) + £ sunt subsolutie, resp.

supersolutie, pentru problema (3.71). Deci, in particular,
—kw(z) + g(xo) — e < wu(z) < kw(x) + g(xg) + ¢ Vo e Q.

Cum w(xz) — 0 dacd © — zo si € > 0 a fost ales arbitrar, de aici rezulta

concluzia lemei. O
Cu aceasta demonstratia teoremei 14 este Incheiata. O

Remarcam ca demonstratia raméane valabila pentru orice domeniu ce ad-

mite functie bariera exterioara, in particular daca ) este convex.

3.12 Principiul lui Dirichlet

Vom arata in aceasta sectiune ca unica solutie a problemei Dirichlet este car-
acterizata de faptul ca minimizeaza o anumita functionala.

Fie Q ¢ RY o multime deschisd, marginiti, cu frontiera neteds. Fixam
f€C(Q)sige C(ON). Fie problema Dirichlet

—Au=f in Q
(3.83)

U=y pe 0N).

Am demonstrat in sectiunea precedenta ca problema (3.83) admite o unica

solutie clasica u. Atagam problemei la limita (3.83) functionala

E(u) = ;/Q\Vu|2da;—/gfudm,
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care se numeste functionala Euler-Lagrange corespunzatoare lui (3.83) sau

“functionala energetica”. Fie varietatea
D:={uecC*QNC'Q); u=g pe ON}.
Consideram problema de minim

1;%%1 E(v). (3.84)

Teorema 15. (Principiul lui Dirichlet). Presupunem cd u € C?(Q) N
CL(Q) este solutie a problemei (3.83). Atunci u este si o solutie a problemei
de minim (3.84), adica

E(u) = f]%i% E(v).

Reciproc, daca u € D realizeaza minimul in (3.84) atunci u este solutie a

problemei la limita (3.83).

Demonstratie. Presupunem mai intai ca u verifica (3.83). Avem, conform

primei formule a lui Green,

0—/Q(—Au—f)(u—v)dx—/ﬂVmV(u—v)dm—/Qf-(u—v)dx YveD.

Deci
/|Vu|2da:—/fudx:/Vu-Vvdx—/fvda:§
Q Q Q Q

1 1
/|Vu2da:+/]Vv|2d:1:—/fvdx Yv e D,
2 Ja 2 Ja Q

ceea ce arata ca

E(u) < E(v) YveD.

Reciproc, fie u solutie a problemei de minim (3.84). Avem nevoie pen-
tru demonstratie de urmatorul rezultat auxiliar de exceptionala importanta,

cunoscut gi sub numele de lema fundamentala a calculului variational.

Lema 3. Fie u: Q) — R o functie continud cu proprietatea cd

/ugp dx =0 Vo € C(Q). (3.85)
Q

Atunci u =0 in Q.
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Demonstratia lemei. Fixam in mod arbitrar ¢ > 0. Din motive de
densitate exista ¢ € Cg°() astfel incat [[u — ¢l r2q) < e. Tinand cont de

(3.85) si folosind inegalitatea Cauchy-Schwarz, avem

||uH%2:/Qu2dx:/Qu(ugo)dacqt/gugodx:/gzu(ugp)dxg

lullzz - llu =@l 2 <ellullL2 .

De aici rezulta ca

lullp2) <e  Ve>0,
ceea ce atrage v = 0 in (). O
Continuarea demonstratiei teoremei 15.

Fixam o functie ¢ € C°(1) si consideram functia de variabila reala h(t) :=
E(u+ tp). Observam ca, prin ipoteza,
h(0) = min h(?).
(0) = min A(¢)

Intrucat u + te € D pentru orice t € R si orice ¢ € C°(Q) rezulta, conform

teoremei lui Fermat, ca h'(0) = 0. Observam ca

h(t) = /!Vu+ts0)l2dx—/f (u-+tp) de =
/yvu|2dx+ /yw|2dx+t/vu chdx—/f (u+ tp) dz .
Deci

h(t) —h
0= h’(O):limM :/Vu-Vgodm—/prdac:
t—0 t Q 0
/(—Au — fedx Vo e C(Q).
Q
Aplicand acum lema fundamentala a calculului variational obtinem

—Au=f in Q.

Relatia u = g pe 0f) este verificata intrucat u € D. O

Exercitii.
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1. Demonstrati principiul lui Dirichlet pentru problema Neumann:

fie problema la limita

—Au=f in

o (3.86)
— =g pe 090,

ov

unde f € C(Q) si g € C(0N) sunt functii date cu proprietatea ci [, fdz =
— J5q 9 do. Fie functionala

1
E(u) = 2/9\Vu|2dx—/ﬂfud:c—/anuda(J:)

si clasa de functii

N:={uel*Q)nci(Q); gz =g pe 0Q}.

Aratati ca:

(i) daca u este solutie clasica a problemei (3.86) atunci
E(u) < E(v) Yo e N.

(i) daca v € N gi E(u) = min{FE(v); v € N} atunci u este solutie a
problemei (3.86).



Chapter 4

Probleme la limita de tip
parabolic

Evolution is the history of a system undergoing irreversible change.

A. Lotka (1956), [46] p.24

4.1 Generalitati despre ecuatia caldurii

Fie Q o multime deschisa din RY gi 0 < T' < 400. Vom studia in acest capitol

solutiile © = u(z,t) : 2 x (0,T) — R ale ecuatiei omogene a caldurii
ur(z,t) — Au(z,t) =0 in Qx(0,7) (4.1)
sau ale ecuatiei neomogene a caldurii
ut(x,t) — Au(z,t) = f(z,t) in Qx(0,7). (4.2)

Aceasta ecuatie se incadreaza in cadrul problemelor de tip parabolic si, in
studiul acestor probleme, ne vom calazi dupa urmatorul principiu de baza:
orice afirmatie despre functiile armonice are un analog (de obicei mai compli-
cat) legat de solutiile ecuatjiei caldurii.

Ecuatia caldurii (sau a difuziei), fie ca este vorba de varianta sa omogena
(4.1), fie ca este vorba de forma neomogena (4.2), descrie variatia in timp a
densitatii u(z,t) la momentul de timp ¢ si in punctul z € © a unei anumite

cantitati precum temperatura sau concentratia chimica. Daca w CC ) atunci

70
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viteza de schimb a cantitatii totale in raport cu w este data, din considerente

fizice, de fluxul F de-a lungul frontierei lui w, luat cu semnul minus, respectiv

De aici rezulta ca
u = —div F. (4.3)

Pe de alta parte, conform legii a doua a lui Newton, F este proportionala cu
Vu, anume

F=—kVu k>0 (4.4)

Factorul de proportionalitate este negativ deoarece directia fluxului este de
la regiuni cu concentratie mai mare spre regiuni cu concentratie mai mica.
Constanta k se numeste conductivitatea termica si depinde de material. Din
(4.3) si (4.4) rezulta ca

up = kdiv (Vu) = k Au,

adica tocmai ecuatia caldurii.
In ceea ce priveste conditiile atagate ecuatiilor (4.1) sau (4.2) acestea sunt
de mai multe feluri:

Conditii initiale, care sunt de forma
u(z,0) = f(z) Vo e Q

si care descriu starea substantei (temperatura, concentratia etc.) la momentul
initial ¢ = 0.

Conditii de temperatura pe bord, respectiv de tipul
u(z,t) = g(x,t) V(z,t) € 02 x (0,T).

Aceasta situatie corespunde in practica cu plasarea frontierei (sau a unei
portiuni a acesteia) in contact cu o sursa avand o anumita temperatura g.

Conditii de flux, respectiv de forma

hw ) =gle,t) V(D) €00 % (0,7)
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Aceasta conditie corespunde in situatii practice cu fixarea fluxului (schimbului
de caldura cu exteriorul) pe frontiera sau pe o portiune a acesteia. In cazul
particular ¢ = 0 nu exista schimb de caldura cu exteriorul.

Conditii de radiatie, care sunt de forma

_gqu(m,t) = au(z,t) V(x,t) € 9Q x (0,T)

si care sunt obtinute prin liniarizarea unei anumite legi de radiatie.
Presupunem in cele ce urmeaza ca €2 este marginit. De o deosebita importanta
se vor bucura urmatoarele doua notiuni:
(a) Domeniu parabolic, care este definit prin “cilindrul spatiu-timp”

(N + 1)-dimensional
Qr :==Qx(0,7) Cc RY x (0,0);
(b) Frontiera parabolica, respectiv
Ip:=Qx{t=0})U (02 x(0,7)).

Aceasta multime corespunde bazei inferioare gi suprafetei laterale a “cilindru-

lui” Q.

4.2 Metode energetice in studiul problemelor para-
bolice

Fie problema la limita

ug(x,t) — Agu(z,t) = f(z,t) in Q7 (4.5)

u(l’,t) = g($7t) pe I'r.

Ne vom concentra asupra proprietatilor solutiilor clasice, resp. functii u €
C?*Y(Qr), unde

ou 9% ou

210 = {u € O(@r); 5 € C@n), Jegs, € ), 5y € O % (O,T])} .

Teorema 16. Problema la limita (4.5) admite cel mult o solutie clasica.
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Demonstratie. Presupunem ca u; si ug sunt solutii ale problemei (4.5).
Notam u := u;—ue. Prin scadere si tindnd cont de liniaritatea acestei probleme
gasim

—Au=0 in QT
(4.6)
u=0 pe I'r.

Ramane sa demonstram ca u = 0. Atagam acestei probleme “energia”
B(t) = /uQ(x,t) de  vte0,T].
Q

Remarcim ci aceastd functionald semnificd tocmai norma in L?(Q) a aplicatiei
u(+,t). Continuam sa denumim aceasta functionala “energie”, desi nu are nici
o semnificatie fizicd in acest context. Avem, conform formulei lui Green si

conditiei omogene pe frontiera din (4.6)

E'(t) =2 uudr =2 uAud:c

Q
:2</ uda—/]Vu|2dx> :—2/\Vu]2d:r§0.
oo OV Q

Rezulta ca functia E(t) este descrescatoare pe (0, 7). Conditia initiala omogena
din (4.6) arata ca F(0) = 0. Asadar
E(t)<E0)=0 Vt>0,

ceea ce conduce la FE(t) = 0, pentru orice t € (0,7), caci E este nenegativa.

De aici rezulta ca v = 0 in Q7. O
Fie acum
Q= {(z,t) €R% 2 € (0,1) 5it € (0,00)}.
Consideram problema,

Ut = Ugy n Q+
u(z,0) = f(x) z e (0,1) (4.7)
u(0,t) = u(1,t) =0 t € (0,00).
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Pentru a rezolva problema (4.7) folosim metoda separarii variabilelor si punem
u(z,t) = X(x)T(t).

Rezulta ca

oo
u(z,t) = Zan e "™ sinnrx . (4.8)
n>1

Exercitiu: gasiti coeficientii Fourier a,,.

Fie acum Q_ := (0,1) x (—00,0). Punand 7 = —t in (4.7) obtinem ecuatia
Up = —Ugy in Q4
w(z,0) = f(z) z e (0,1) (4.9)
u(0,t) = u(l,t) =0 t € (0,00),
cu solutia
u(z,t) = Z an e ™t sinnma . (4.10)
n>1

De aici rezulta proprietatea urmatoare a ecuatiei caldurii, care exprima faptul
ca putem gasi o conditie initiala pentru care solutia explodeaza inapoi in timp

oricat de repede.

Propozitia 4. (Instabilitatea inapoi in timp a ecuatiei caldurii) Pentru
orice numere pozitive T, M si e, exista f € C([0,1]) cu || f||r = € astfel incat
problema la limita (4.9) are o solutie u(z,t) cu ||u(-,T)| e > M.

Demonstratie. Alegem ny € N* astfel incat n3m®T > ln% si definim
f(x) = e sinngmx. Deci, aplicand eventual (4.10) sau prin observatie directa,

deducem ca solutia acestei probleme este data de

2,2
nomt

u(x,t) =ce sin ngma .

Rezulta ca
u(-, T)||p= = ee®8™ T > M,

ceea ce incheie demonstratia. Il
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Stabilim in cele ce urmeaza o inegalitate energetica legata de solutiile
. . vld . . . v f t 1 Yoo L2 d t
ecuatiei omogene a caldurii gi care exprima faptul ca “norma escregte

in timp”. Fie problema pe frontiera

—Au=0 n QT (4 11)

u(z,t) =0 V(x,t) € 92 x (0,00) .

Propozitia 5. Fiec u o solutie arbitrara a problemei (4.11) $i0 <t; <ty <T.

/'LLQ((IZ,tg) dx < /uQ(az,tl)dx.
Q Q

Demonstratie. Avem

Atuncs

(u?)y = 2uuy = 2u Au = 2div (uVu) — 2 |Vul?.

Prin urmare, conform primei formule a lui Green si folosind faptul ca u verifica

(4.11),
1/(u2) dac:/ uda—/|Vu]2d:n— /|Vu\2dm
2 [¢) t o0 81/
Deci
to
/ug(x,tg)dac - /ug(:r,tl)dx = —2/ / \Vul?dtdx <0,
Q Q QJt
ceea ce incheie demonstratia. (|
Exercitii.

1. Folositi metoda separarii variabilelor pentru ecuatia caldurii pentru a

rezolva urmatoarele probleme la limita:

(i)

Ut — Uy = 0 in (0,1) x (0, 00)
u(z,0) = f(z) Yz € (0,1)
u(0,t) =0 V¢ >0

ug(1,t) = —u(l,t) V> 0.
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(i)
Ut — Ugy =0 in (0,1) x (0, 00)

u(z,0) = sinmx Vo e (0,1)

u(0,t) =0, u(l,t) =1 Vt>0.

Gasiti in acest caz lim u(z,t).
t—o0

2. Fie Q = (0,a) x (0,b) C R%. Rezolvati problema

up—Au=0 in Q x (0, 00)
u(z,y;0) = f(z,y) V(z,y) € Q
ue (0, y5) = ug(a,y;t) = 0 vy € (0,0)

\ u(z,0;t) = u(x,b;t) =0 Vo e (0,a).

R. umn(z,y;t) = Cpy cos T in 7Y e_”2[(m/a)2+(”/b)2}t, m>0,n>1.
3. Folosind metoda energetica aratati ca problema

Ut — Uge = f(2,1) daca (z,t) € (0,1) x (0, 00)

u(z,0) = o(x) Vz € (0,1)

ug(0,8) = g(t), us(1,t) = h(t) VYt >0

are cel mult o solutie clasica.
4. Fie u(x,t) solutia problemei Neumann

Ut — Ugy = 0 daca (z,t) € (0,1) x (0,00)
ug(0,t) = ugy(1,£) =0 vt > 0.

Folosing metoda energetica demonstrati ca

1 1
/ u?(z,t)de < / f2(z)dx vt > 0.
0 0
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5. Fie problema

up = Augy + p(u) daca (z,t) € (0,1) x (0,00)
u(z,0) = f(x) Vo € (0,1)
uz(0,t) = uy(1,¢) =0 vt > 0,

unde A > 0 este o constanta iar neliniaritatea p satisface conditia

sup |p'(u)] < M < oc.
u€R

(i) Aratati ca
F'(t)<2(M — An®)F(t) vVt >0,
unde .
F(t) ::/O u?(x,t)dx.
(i) Demonstrati ci dacd M < A%, atunci
tlgglo ug(z,t) =0 Vz € (0,1).

6. Fie g : R — R o functie cu proprietatea ca ug(u) < 0, pentru orice

u € R. Aratati ca orice solutie a problemei neliniare

Ut — Ugy = g(u) daca (z,t) € (0,1) x (0,00)
u(z,0) = f(z) Vo € (0,1)
u(0,t) = u(l,t) =0 vVt >0

satisface estimarea
1 1
/ u?(z,t)dx S/ 2 (x)da vt > 0.
0 0

7. Fie a = a(x,t,u) o functie strict pozitiva. Utilizand eventual argumente

energetice aratati ca orice solutie a problemei
u = (a(z, t,u))y daca (z,t) € (0,1) x (0,00)
u(z,0) = f(x) va € (0,1)

u(0,t) = u(l,t) =0 vVt >0
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satisface estimarea

1 1
/ u?(z,t)de < / f2(z)dx vt > 0.
0 0

8. Fie problema

Ut = Ugy + U daca (z,t) € (0,1) x (0,00)
u(z,0) = f(x) vz € (0,1)
u(0,t) = u(l,t) =0 vt > 0.

Aratati ca

4 eZt/l u?(z,t)dx| <0
dt 0 ) —

si deduceti ca

1 1
/ u?(z,t)dx < th/ f2(zx)dx vVt > 0.
0 0

Utilizati aceasta inegalitate pentru a deduce o estimare a diferentei a doua
solutii in functie de diferenta valorilor initiale. Are problema de mai sus solutie
unica pentru orice valoare initiala f7

Sol. Fie .
E(t) = e_Qt/ u?(z,t)de.
0

Aplicand formula de integrare prin parti si folosind faptul ca u este solutie,

obtinem
1 1
E'(t) = —QeZt/ u?(z, t)dx + 2€2t/ u(z, t)u(z, t)de =
1 01 1
Qezt/ u(uy — u)dx = 262t/ Ulgzdr = —Zezt/ uldr < 0.
0 0 0
Deci, pentru orice ¢ > 0

1
E(t)gE(O):/O f2(z)de,

adica

1 1
/ u?(z,t)dz < e2t/ f2(z)dz.
0 0
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9. Consideram ecuatia caldurii cu conditii periodice pe frontiera

Up = Ugy daca (z,t) € (—1,1) x (0,00)
u(z,0) = f(x) Ve e (—-1,1)
u(—1,t) = u(l,t), uz(—1,t) = uz(1,¢) vt >0,

unde f este o functie continua pe portiuni. Definim energia corespunzatoare

acestei probleme prin

1
E(t):/ 2 )y >0,
—1

(i) Explicati de ce nu este adevarat, in general, ca

lim E(t) = 0.

t—o0

(ii) Presupunem ca f verifica

/_ 11 f(z)dz = 0.

Aratati ca

E(t) < e ?™'E(0) V¥t > 0.
4.3 Solutia fundamentala pentru ecuatia caldurii
Vom cauta o solutie particulara a ecuatiei omogene a caldurii
u—Au=0  inRY x (0,00) (4.12)

care sa dea posibilitatea exprimarii printr-o formula integrala a solutiei prob-
lemei Cauchy cu valoare initiala.

Observam mai intai ca daca u(x,t) este solutie a problemei (4.12), atunci
v(z,t) = u(\z, \%t) este, de asemenea, solutie a aceleiasi probleme, pentru

orice numar real \. Intr-adevar,

vi(z,t) = N2 ug( Az, \*t)
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si
Vg, (2,1) = Aug, (A, A2t) .

Deci
vi(z,t) — Av(z,t) = N2 (wr(Az, MNt) — Au(dz, )\Qt)) =0

Din acest motiv cautam o solutie a ecuatiei (4.12) folosind metoda separarii

variabilelor si scriind aceasta solutie sub forma

b
u(z,t) =v <|t‘> w(t) (z,t) € RY x (0,00).

e 2P 2P, (laf?
x x x
u = v (t> w'(t) — v <t> w(t) (4.13)
si
21 2
Uy, = f v’ <|:Ut|> w(t).
Deci

2 t
Din (4.13) si (4.14) obtinem

Au= g't)

PP () o) e ()]
(4.15

Alegand v astfel incat 40" + v’ = 0 giisim v(z) = e~*/%. Folosind acum (4.15)

gy = Axf <W> w(t) + %v’ (W) w(t). (4.14)

obtinem ecuatia satisfacuta de w:

N w(t) _
- =0

w'(t) + :

Un calcul elementar conduce la w(t) = at=™/2, a € R. Tinand acum cont de

expresiile gasite pentru v gi w obtinem o solutie a ecuatiei (4.12) de forma

u(:r,t):tie_Tt—l—b a,beR.
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Definitia 9. Functia

1 lz|?
— e it (z,t) € RN x (0,00)
E(z,t) = (4mt)N/2

0 (z,t) € RN x (—00,0]
se numeste solutie fundamentald a ecuatiei caldurii.
Aceasta functie satisface

Propozitia 6. Avem, pentru orice t > 0,
E(z,t)dz =1.
RN
Demonstratie. Aplicand formula lui Fubini si utilizdnd schimbarea de
variabila avem

1 _l=?
RNE(l',t)dw:W/RNe i dxr =
N

R 2 1
% _22 _
e VR | R

1

O
Exercitii. 1. Rezolvati ecuatia caldurii cu constanta disipativa
Ut — Uyg +au =0 (z,t) € R x (0,00)
u(z,0) = g(x) reR,
unde a > 0 este o constanta.
Ind. Faceti schimbarea de variabild u(z,t) = e %wv(z,t) si deduceti

ecuatia satisfacuta de v.

2. Rezolvati ecuatia caldurii cu variabila disipativa

Up — Ugg + at?u =0 (x,t) € R x (0,00)

u(z,0) = g(x) z €R,

unde a > 0 este o constanta.
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Ind. Solutiile ecuatiei diferentiale w; + at?w = 0 sunt de forma Ceat’/3,
Acest rezultat sugereaza sa se efectueze schimbarea de variabild u(x,t) =
e~ /3 y(x, 1).

3. Rezolvati ecuatia caldurii cu convectie
Ut — Ugy + atgy =0 (x,t) € R x (0,00)
u(z,0) = g(x) reR,

unde a > 0 este o constanta.
Ind. Faceti substitutia y = x — at.

4. Fie ¢ > 0. Consideram ecuatia
Up = EUgy + Uly (z,t) e RxR.

Gasiti toate solutiile marginite de forma wu(z,t) = U(x — ct), c € R.

5. Fie € > 0. Consideram ecuatia
U = gy +eu(l —u) (x,t) e R x R.

Faceti substitutia u(z,t) = U(x—ct), ¢ € R i efectuati calculele. In particular,

gasiti toate solutiile marginite de aceasta forma.

4.4 Problema Cauchy pentru ecuatia omogena a caldurii
Pentru g : RY — R considerim problema Cauchy

u — Au =0 in RV x (0, 00)
(4.16)

u(z,0) = g(z) Vz € RV,

Am vazut in sectiunea anterioara ca functia E(x,t) este o solutie a ecuatiei
omogene a caldurii (4.12). Ne punem acum problema gasirii unei functii (care
va depinde, in mod evident, de g) care s& verifice problema cu conditie initiala
(4.16).
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Teorema 17. Presupunem cd g € C(RY) N L>®RY). Fie

u(z,t) == E(z —y,t)g(y) dy =
RY (4.17)

_lz—y|?

(47rt)N/2/RN€ w g(y)dy  (x,t) € RY x (0,00).

Atunci aceasta functie satisface urmdatoarele proprietati:
(i) u€ C®RN x (0,00)).
(ii) wi(x,t) — Au(x,t) =0, pentru orice (z,t) € RY x (0, 00).

(iii) lim  wu(z,t) = g(xg), pentru orice o € RY.
(2,t)=(x0,0)

Demonstratie. (i) Aplicatia
RY x (0,00) 3 (z,t) — Le’%
IN/2

este de class C™ si are toate derivatele uniform marginite pe RV x [, +-00),
pentru orice § > 0 fixat. Prin urmare, u € C*®(RY x (0,00)). In particular,
operatorii de derivare gi cel de integrare comuta, deci
wle)=du@t) = [ (B-A By ol)dy =0 (a.1) €RYx(0,50).
adica (ii).

(iii) Fixam & > 0 si 29 € RY. Din continuitatea lui g, exista § > 0 astfel
incat

9(y) = g(zo)l <& Wy eRY, |y —wo| <4.

Folosind Propozitia 6 avem

|u(z, t) — g(xo)| =

/ By t)g(y)dy— | Bz -y Hg(xo)dy| <
RN RN

. E(z —y,t)|9(y) — g9(z0)| dy =
/ E(z —y,t)|g(y) — g(zo)| dy+
B(z0,0)
/ E(z —y,t)|9(y) — g(zo)|dy =: A+ B.
RN\ B(z0,9)

(4.18)

Din modul cum a fost ales § rezulta ca

Ags/ E(x—y,t)dy=c¢. (4.19)
RN
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Pe de alta parte

_lz—y|?

B <2l [ B -y )dy < oo [ ey (4.20)
RN\ B(z0,5) tN/ RN\ B(z0,0)

S4 presupunem ci |z — 29| < 5. Asadar, daci y € RN si |y — 20| > 4, atunci

1) y—x
>y~ w0l — e~ a0l > Jy - wol - 2> L0

Din (4.20) si (4.21) obtinem

|2
B §]€2/ 67\0165\ dy =
N/ RN\ B(z0,5)
O e
t+N/2 5

5 (4.22)
e teerNldr — 0 dacat — 0.

Din (4.19) si (4.22) deducem ca
lu(z,t) — g(zo)| < 2¢,
pentru orice ¢t > 0 suficient de mic gi pentru orice z € RY cu |x — o] < g. Il

Rezultatul anterior arata ca solutia fundamentala E(z,t) a ecuatiei caldurii

satisface

E,—AE=0 in RV x (0, 00)
(4.23)
E =6 in RY x {t =0},

unde 0y semnifica distributia lui Dirac concentrata in origina.

Exercitii

1. Fie u o solutie a ecuatjiei u; — Au = 0 in RV x (0, 00). Aratati ca functia
v(z,t) ==z - Vu(z,t) + 2tu(x, t)

este, de asemenea, solutie a ecuatiei omogene a caldurii.
2. Fie

1 dacax >0
g(x) =
0 daca x <0.
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Aratati ca solutia problemei

U — Ugg = 0 in R x (0,00)

u(z,0) = g(x) Ve e R

(@, ) :% (1+¢> (;ﬁ)) ,

unde ¢ este “functia eroare” a lui Gauss

@(t):fﬁ /OteSZ ds .

3. Folositi eventual rezultatul de mai sus pentru a gasi solutia problemei

este data de

Ut — Uggy =0 V(z,t) € (0,00) x (0, 00)
u(z,0) =0 Vo >0
u(0,t) =1 vVt > 0.

R. u(z,t)=1— ®(z/2V1).
4. Metoda alternativa pentru deducerea solutiei fundamentale a
ecuatiei caldurii in dimensiune 1.

Consideram ecuatia omogena a caldurii in dimensiune 1:
Up — Ugge = 0 in R x (0,00).

Fie u = u(x,t) o solutie arbitrara a acestei probleme. Definim functia v :

o(2) =)

(i) Aratati ca functia v este bine definita.

(0,00) — R prin

(ii) Demonstrati ca v satisface ecuatia diferentiala
4z0"(2) + (24 2)0'(2) =0 Vz>0.
(iii) Aratati ca solutia generala a acestei ecuatii este

v(z) =C / VU124t 4 Oy .
0
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(iv) Derivati in raport cu x functia v(x?/t) si alegeti constanta C; pentru
a obtine solutia fundamentalad a ecuatiei caldurii in dimensiune 1.
5. Utilizand tehnicile folosite in aceasta sectiune, gasiti o formula explicita

pentru solutia ecuatiei neomogene a caldurii cu conditie initiala

u—Au+cu=f in RY x (0, 00)

u=g in RY x {t =0}.

4.5 Problema Cauchy pentru ecuatia neomogena a
caldurii. Principiul lui Duhamel

Fie problema Cauchy

ug —Au =0 in RY x (0, 00)

u(z,0) = g(z) Vr € RV,

Reamintim ca functia

1 _le—yf?
uat) = [ B0 dy = s [ e ) dy

este o solutie a acestei probleme cu conditie initiala.
Vom cauta sa adaptam tehnicile de demonstratie pentru a gasi o solutie a
problemei neomogene

ur — Au = in RV x (0,00
, / (0,0) o

u(z,0) =0 Vo € RV,

Pornim de la observatia ca nu numai E(x — y, t) verifica ecuatia caldurii, ci si
functia

RY x (s5,00) 3 (2,t) — E(z —y,t — ),

unde s > 0 este un numir fixat in mod arbitrar, iar y € RY. Fie aplicatia

u(z, t;s) := ox E(x—y,t—s)f(y,s)dy, (4.25)
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care verifica problema omogena

u(x,t;8) — Au(x,t;8) =0 in RY x (s, 00
t(,t; ) (x5 5) (s,00) (4.26)

u(z,s;s) = f(z,s) vz € RV,
Remarcam ca functia u definita prin (4.25) nu este solutie a problemei (4.24).
Cu toate acestea, prin integrare in raport cu s, se poate construi o solutie a
problemei neomogene (4.24) pornind de la (4.25). Acesta este principiul lui
Duhamel. Prin urmare, daca u(z,t; s) semnifica functia definita prin (4.25),
fie

t
u(x,t) ::/0 u(z,t;s)ds. (4.27)

Deci, din (4.25) si (4.27),
t
u(z t) = / Bz —y,t — )f(y, s) dyds =
Ot RN 1

/0 (4 (t — 5))N/? /RN €_%f(y,s) dy ds .

Are loc urmatorul rezultat.

(4.28)

Teorema 18. Fie f € C2' (RN x [0,00)) si fie u definitd prin relatia (4.28).
Atunci

(i) ue C*HRN x (0,00)).

(ii) wi(x,t) — Au(x,t) = f(z,t), pentru orice (z,t) € RN x (0, 00).

(i4i) Pentru orice xg € RN avem

lim  wu(z,t) =0.
(m’t)*’(x()vo)

Demonstratie. Functia F(z,t) prezinta o singularitate in punctul (z,t) =
(0,0), deci trebuie evitata o derivare directa sub semnul integral. Folosind insa

o schimbare de variabild in (4.28) obtinem

¢
uet)= [ [ Byt s)dyds,
0 JRN
Utilizand acum ipoteza f € C2' (RN x [0,00)) precum si faptul ci functia

E(y, s) este neteda in vecinatatea lui s = ¢ > 0 avem

t
w(,t) = / By, ) fi(a—y, t—s) dy ds+ / E(y,t)f(z—y,0)dy (4.20)
0 RN RN
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si
t
Du(x,t) = / E(y,s)D2f(x —y,t — s) dyds. (4.30)
0 JRN
Din (4.29) si (4.30) deducem ci u;, D?*u € C(RY x (0,00)) si, in plus,

ug(x,t) — (

/ E(y,s) /
RN

)
/6 RNEy,s L—as—Ay}

/ E(y,s) —a—Ay] (x—y,t—s)dyds—f—/ E(y,t)f(x —y,0)dy =:
0 RN L RN

(x—y,t —s)dyds + E(y,t)f(z —y,0)dy =
RN

flx—y,t —s)dyds+
f

Js
A.+B. + K.
(4.31)
Folosind integrarea prin parti obtinem
t 0
A= (—Ay) E(y,) [z — .t — 5) dy ds+
e RN 88
B ut-2)dy— [ Euf-p0dy= (432
RN RN
E(y,e)f(z —y,t—e)dy —
RN

Am folosit in (4.32) faptul ca functia E satisface ecuatia caldurii. Pe de alta

parte,

3
Bl < (il= 4107 15=) [ [ Boodyas<ec. @)
Din (4.31)-(4.33) obtinem
g— RN
(4. 34)
limita fiind calculata exact ca In demonstratia teoremei 17. Din (4.28) rezulta

in particular ca
|u(z, )] <t||fllLee — 0 uniform cand ¢t — 0.
U

Din teoremele 17 gi 18 rezulta urmatorul rezultat pentru problema Cauchy

neomogena cu conditii initiale neomogene.



CHAPTER 4. PROBLEME LA LIMITA DE TIP PARABOLIC 89
Teorema 19. Fie f € C2' (RN x [0,00)) si g € C(RN) N L®°(RN). Atunci

functia

t
wat) = [ Be—ytidr+ [ [ B yt= 910 dyds

este o solutie a problemei

ur — Au = in RN x (0, 00
t / (0,0) .

u(z,0) = g(z) in RV

4.6 Formula de medie pentru ecuatia caldurii

Pentru € RV, t € R gi 7 > 0 fixati, definim “bila ecuatiei caldurii” centrata

in (z,t) si de raza r prin
N+1 1
Bz, tir) =4 (y,8) ERTT; B —y,t—s) > — ¢ -
r

Observam ca (y,s) € B(0,0;7) daca si numai daca (y/r, s/r?) € B(0,0;1).

Consideram ecuatia omogena a caldurii
ug—Au =0 in Qp. (4.36)
Vom demonstra mai intai urmatorul rezultat auxiliar.

Lema 4. Avem

2
/ % dyds =4.
B(0,0;1) S

Demonstratie. Fie (z,s) € B(0,0;1). Din definitia acestei “bile” rezulta

1 ly|? S
(—4m s)N/2 et 21,

adica

ly| < /2Ns In(—47s).
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Prin urmare, aplicand formula schimbarii de variabila,

2 0 4 2Ns In(—4ns)
/ 7|y|2 dyds = wn / —j / PN dr | =
B(0,0;1) S -+ 8 0
0

ij\_[2 / (2N)¥(—s)%_1 [— ln(—47rs)]%+1 ds =
1
G
T [T em T ) -
1
N‘”iVQ (2N)z T (47r)—1¥/ t2 L (—Int) 2 dt =
0
[e.e]
NWIQ (2]\7)%Jrl (4#)7% / e” (@ Dueuy 2+l gy =
0
NwN 5 2 s L NTH =% /00 ey T dy =
+2 ¥ [ oa¥e gy
o R i ( 1) r (+1> =4,
(N+2)I (5) N2+2p%2 \ 2 2
ceea ce incheie demonstratia lemei. Il

Teorema 20. Presupunem cd functia u € C*1(Qr) este o solutie a ecuatiei
caldurii (4.36). Atunci

1 r—yl?
u(z,t) = N /B(x . u(y, s) |(t — 5)|2 dyds, (4.37)

pentru orice “bila” B(x,t;r) inclusa in Q.

Demonstratie. Putem presupune, fara a afecta cu nimic generalitatea
enuntului, ca (z,t) = (0,0). Convenim sa notam prin B(r) “bila” B(0,0;7).

Pentru orice r > 0 definim aplicatia

o(r) = 1 u(y, s) w dyds.
N g 19) T2

2
o(r) = / u(ry, r2s) % dyds. (4.38)
B(1) s
Pe de alta parte
1 lvl?
E(_y7 _S) = € s v(?/? 8) € Qx (—OO, 0)
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Observam ca

E,=2F

Y Vi=1,--,N
t o 92s ! B

si

N 2
InE = -5 In(—47s) + EL

Din (4.38) deducem ca

N

w’(l):/ > vy, 9P 0 WEY dyds = 4+ B
B(1) §

=1

Folosind acum (4.39) si (4.40) gasim, folosind formula lui Green,

N
= dug yi (InE),, dyds =
[ 2w n ),

=1

N
_/ <4Nus 1nE+4Zusyiyi 1nE> dyds.
B(1)

i=1
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(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

Observam ca nu apare nici o integrald pe frontiera in (4.42) deoarece In E = 0

pe 0B(1). Integrand prin parti in (4.42) obtinem

N
B = / (—4Nus InFE “'42“%% (lnE)s> dyds =
B(1) i—1

N
/ AN us InE+4)  uy,y; NP
B(1 . Yvi 2s 482
1) =1
IN
/ —4N ug lnE——Zuyiyi dyds — A.
B(1) S

Tindnd acum cont cd wu verifica ecuatia caldurii si utilizand (4.41)

dyds =

obtinem

IN &
o'(1) = / (—4N AulnE — — Zuyiyi> dyds =
B(1) 5

=1
N

_ 2N
Z/ <4NuyL (InE)y, uyby,> dyds =0,
B(1) 5

conform (4.39).

(4.43)

si (4.43)

(4.44)
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Folosind acum (4.44) impreuni cu observatia importanta ca wu(rz,r?t)

verifica, de asemenea, ecuatia omogena a caldurii, obtinem
/
o(r)y=0 Vr > 0.

Deci

L 1 lyl? _
p(r) = lim p(t) = lim -5 /B(t) u(y, s) ~5 dy ds = 4u(0,0),

caci, conform Lemei 4

1 2 2
N yldyds—/ @dyds:él.
& Jpw s B(

4.7 Principiul de maxim pentru ecuatia caldurii

Fie Q ¢ RY o multime deschisi si marginitid. Ca si pani acum, fie Qp =
QAx(0,T)sil'r=Qx{t=0})U (92 x [0,7]), unde T > 0.

Teorema urmatoare arata ca daca o solutie a ecuatiei caldurii isi atinge
maximul Intr-un punct interior lui )7, atunci ea este constanta la orice

moment anterior de timp.

Teorema 21. (Principiul de maxim pentru ecuatia caldurii.) Pre-

supunem cda u € C*Y(Q7) N C(Qr) este o solutie a ecuatiei
u— Au =10 in Qr.

Atuncs

(i) maxu = maxu.
Qr Iy

(ii) Dacd, in plus, Q este conexd i ewistd (xo,tg) € Qr \ I'r astfel incat

u(wo, to) = maxu
Qr

atunci u este constanta in Uy, .
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Demonstratie. Fie

M := u(zg, tp) = maxu.
Qr

Cum (z, to) este punct interior domeniului parabolic Qp, rezulta ca B(xg, to; ) C

Qr, pentru 7 > 0 suficient de mic. Deci, conform teoremei de medie pentru

ecuatia caldurii,

M = u(z t)zl/ u( S)Md ds < M
00 4rN B(zo,to;r) . (tO _5)2 Y N ’

ceea ce atrage
u=M in B(zo,to;r) . (4.45)

Pentru a incheia demonstratia este suficient sa aratam ca functia u este
constanta pe toate segmentele de dreapta ce unesc punctul (zg,tg) cu puncte
(y,s) € I'p avand s < tg. Fie agadar un punct arbitrar (yg,sp) € I'r, cu
so < to si fie L segmentul de dreapta ce uneste punctele (zg,%o) si (yo, So)-

Definim
ro :=inf{s > so; u(x,t) =M, (z,t) € L, s <t <tp}.

Cum functia u este continua, rezulta ca “inf” este atins. Fie acum rg > sg
arbitrar ales. Rezulta ca u(zg,r9) = M, Intrucat (zg,r0) € L N Qp si conform
(4.45). Dar “bila” B(zp,ro;r) contine segmentul {(y,t) € L; ro—e <t <o},
pentru € > 0 suficient de mic. Aceasta contrazice insa definitia lui rg, ceea ce

arata ca, intr-adevar, u = M pe L. O
Din teorema 21 rezultda ca o aplicatie imediata urmatoarea teorema de
unicitate pe domenii marginite.
Teorema 22. Problema
ur — Au = f in Qr
u=g pe I'p

are cel mult o solutie clasica.
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Exercitii.
1. Fie ecuatia

Ut — Ugy =0 daca (x,t) € Qp :=(0,1) x (0,T)

si considerati solutia u(x,t) = 1 — 22 — 2t. Aflati extremele lui u in Qr si
comparati cu concluzia principiului de maxim pentru ecuatia caldurii.

2. (i) Ardtati urméatorul principiu de comparatie pentru ecuatia caldurii
Ut — Ugy =0 in (0,a) x (0,00).

Presupunem ca u si v sunt doué solutii astfel incat v < v pentru ¢ = 0, pentru
x =0 gi pentru x = a. Aratati cd u < v in [0,a] X [0, 00).

(ii) Mai general, aratati ca daca
Ut —Ugy = f V¢t —Vzp =g in(ova)x(oaoo)a

f<gsiu<vpentrux =0, z =asit =0, demonstrati ca v < v in
[0, a] x [0, 00).

(iii) Fie v = v(x,t) : [0,7] x [0, 00) astfel incat vy — vz > sinx in [0, 7] X
(0,00). Presupunem, in plus, ca v(0,t) > 0, v(m,t) > 0 si v(x,0) > sinz.
Utilizand eventual (ii) deduceti c& v(z,t) > (1 —e™!) sin .

3. Scopul exercitiului urmator este de a demonstra ca principiul de maxim
nu ramane adevarat in cazul ecuatiilor cu coeficienti variabili.

(i) Fie ecuatia u; — ugz, = 0. Verificati ca functia u(z,t) = —2% — 21t este
solutie. Gasiti maximul acestei functii in dreptunghiul [-2,2] x [0, 1].

(ii) Identificati care din etapele demonstratiei principiului de maxim nu
ramane valabila in acest caz.

4. Fie u o solutie a ecuatiei
Ut — Ugg =0 in [0,1] x [0, 00).

Definim
M(T) = max{u(z,t); (x,t) € [0,1] x [0,T]}.

Stabiliti monotonia aplicatiei [0,00) 5 T —— M (T).
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5. Fie problema

Ut — Ugy =0 in (0,1) x (0,00)
u(0,t) =u(l,t) =0 vVt >0
u(x,0) = 4z(1 — z) Vz € (0,1).

(i) Aratati cd 0 < u(z,t) < 1 pentru orice (x,t) € (0,1) x (0, 00).
(i) Aratati ca u(z,t) = u(l — z,t) in [0,1] x [0, c0).
(iii) Folosind eventual metode energetice aratati ca aplicatia
1
[0,00) 2t +— /0 u?(z,t)dx

este strict descrescatoare.

6. Fie problema

Up + ClUy = Ugyy in (0,1) x (0,7]
u(0,t) = u(1,t) =0 vt e (0,T)
u(z,0) = f(x) Vo e (0,1),

unde ¢ > 0 este o constanta data si f(0) = f(1) = 0. Aratati ca o solutie a

acestei probleme satisface urmatorul principiu de maxim:

inf f(r) Sulet) < swp f(x)  V(,t) € (0,1) x (0,7T).
:I:E(O,l) QUG(O,I)

Mai general, fie problema neliniara cu conditie initiala

u + f(u)y = Uy in (0,1) x (0,7
u(0,t) = up(t), u(l,t) =ui(t) vt € (0,7
u(z,0) = g(x) Vx € (0,1),
unde f = f(u) este o functie neteda. Demonstrati ca o solutie a acestei

probleme satisface urmatorul principiu de maxim:
inf ug(x), ur(x), g(x)} <wu(z,t) <
oo (). n (@), o(@) < u(e.)

sup {u0($),u1(l‘),g(:n)} V(Qj‘,t) € (07 1) X (Oa T)
(z,t)€(0,1)x(0,T")
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7. Fie u € C2(RY x (0,7)) N C(RY x [0,T]) o solutie a ecuatiei

up — Au =0 in RY x (0,7).

Aratati ca

sup u < supu(-,0).
RN x(0,T) RN

Ind. Considerati functia v(z,t) = u(x,t) — e (2Nt + |z|?).

8. Fie problema parabolica cu conditie initiala

ur = a(z, t)uzy + ou(x, t) in (0,1) x (0,7
u(0,t) = u(1,t) =0 vt e (0,7T)
u(z,0) = f(x) Vz € (0,1),

unde a(z,t) > ag > 0 pentru orice (x,t) € [0,1] x [0,T] iar « este o constanta

data. Demonstrati ca
lu, B)lloo < e[| fllo ¥t € [0,T],

unde

[u(-;0)]|oc := sup |u(z,t)].
z€[0,1]

Ind. Considerati functia v(z,t) = e “u(z, t).

4.8 Principiul de maxim pentru problema Cauchy

Consideram mai intai problema Cauchy omogena

up — Au =0 in RN x (0,7)
(4.46)
u(z,0) = g(z) Vz € RV,

unde ¢ : RY — R este o functie data.

Teorema 23. Fie g € C(RY) si T > 0 un numdr finit. Presupunem cd
u € CPHRYN x (0, 7)) NC(RN x [0,T)) este o solutie a problemei (4.46) care,

in plus, satisface relatia

w(z,t) < Ae?™  v(z,t) e RY x (0,T). (4.47)
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Atuncs

sup u =supg.
RN x[0,T) RN

Demonstratie. Vom proba mai intai concluzia pentru ¢ € (0,7p), unde

To satisface
4aTy < 1.

Fie acum ¢ > 0 astfel incat
4a(TO + 6) <1.
Fixam y € RV si > 0 si definim aplicatia
(2,1) = ulz, 1) " s
v(z,t) = u(x,t) — ————————7 e4Tote—1) |
(To + & — t)N/2

Un calcul direct arata ca functia v satisface

v —Av=0.
In plus,
© deal’
v(z,0) = u(z,0) — Treyee <u(z,0) =g(z).

Daca |z —y| =rsit € [0,Tp) atunci

2

v(z,t) = u(z,t) — m e TTTe=D <
A= _ (T()Jrgu_t)f\fﬂewoit) <
A eallyl+r)? _ m eWia .
Dar
ATy +2) =a+6 cud>0.

Deci, daca r > 0 este ales suficient de mare, atunci

v(z,t) < Aeelyn)® (4(a + 6))N? @t < qupg.
RN
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Cum maximul lui v se atinge pe frontiera parabolica, in virtutea principiului
de maxim pentru ecuatia caldurii, rezultd c&, prin trecere la limita cu § — 0,
v(z,t) <supg  Y(z,t) € RN x [0,Tp].
RN
Se foloseste in continuare un procedeu iterativ, pentru a “impinge” con-
cluzia pana la 7. Mai precis, fixam Ty = (8a)~! si considerim acum momentul
t = Ty ca moment initial. Folosind un rationament analog cu cel anterior, de-
ducem aceeasi concluzie pentru orice t € [Ty, 21|, apoi pentru ¢ € [2Tp, 370]

etc. O



Chapter 5

Probleme la limita de tip
hiperbolic

5.1 Generalitati despre ecuatia undelor
Fie Q un deschis arbitrar din RY. Vom studia ecuatia
u(z,t) — Au(z,t) =0 V(z,t) € Q x (0,00), (5.1)

care este cunoscuta sub numele de ecuatia undelor. Aceasta deoarece ea
descrie migcarea coardei vibrante (daca N = 1), deplasarea membranei (daca
N = 2) sau a solidului elastic (pentru N = 3).

Vom schita in cele ce urmeaza modul in care se deduce ecuatia (5.1). Fie
w CC 2 un deschis arbitrar cu frontiera suficient de neteda. Conform legilor

fizicii, acceleratia Inauntrul lui w este data de

d2
dt?/ud:c:/uttda:.

Fie F forta (elastica) care actioneaza pe domeniul w prin intermediul frontierei

acestuia. Deci, componenta acestei forte pe directia normalei exterioare este

—/ F.vdo.
Ow

Presupunéand ca masa m = 1 si aplicand legea a doua a lui Newton, obtinem

/uttdx:— ﬁ-udoz—/divﬁdm,
w Ow w

99
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pentru orice w CC 2. Deci
uy = —divE  inQx(0,7). (5.2)

Din considerente fizice, In cazul corpurilor elastice F' depinde de deplasarea

gradientului. Asadar, din (5.2) gasim
uy + div (F(Vu)) =0 in Q x (0,7). (5.3)
Pentru u si Vu suficient de mici, legea lui Hooke arata ca
F(Vu) ~—-aVu a>0. (5.4)
Din (5.3) si (5.4) deducem ca
Uy —aAu =0 in Qx(0,7T).

Interpretarea fizica sugereaza ci este natural sa se specifice conditii initiale

care sa implice deplasarea u si viteza u; la momentul ¢t = 0.

Exercitii.

1. Folosind metoda separarii variabilelor rezolvati problema la limita

Up — 0% Ugy = 0 in (0,7) x (0, 00)
u(z,0) = f(z) Vo € (0,7)
ut(x,0) = g(z) Vo € (0,7)

| w(0,1) = u(m, 1) vVt € (0,00) .

R. Punand u(z,t) = X(z)T(t) se obtine X, (z) = sinnz si T,(t) =
an sinnt + b, cosnt, unde

2 4 2 (7
ap = —— g(z) sinnxdx b, =— / f(x)sinnx dx.
nmwa Jo ™ Jo

Frecventa fundamentala vy = % determina tonul fundamental iar multiplii

sai determina supertonurile sau armonicele.
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2. Rezolvati problema

Uty = Uy (xvt) S (07 OO) x (O) OO)
u(z,0) = u(z,0) =0 x>0
u(0,t) =sint t>0.

3. Pentru a, b, ¢ numere reale fixate consideram ecuatia
U + aug + bug + cu = gy

Aratati ca aceasta ecuatie poate fi redusa la o ecuatie fara termeni de ordinul
intai prin substitutia

u(z,t) = e HPly(x,t) .

4. Fie ¢ un numar real fixat.
(i) Aratati ca ecuatia

Ut + CU = Ugy

poate fi redusa la ecuatia

Ven +Av=0 y
unde \ = ¢/4.

(ii) Fie A > 0. Faceti substitutia v(&,n) = f(2v/A€n) si deduceti ecuatia
satisfacuta de f. Care este solutia acestei ecuatii satisfacand conditia f(0) =
17

(iii) Gasiti o solutie a problemei

Utt = Ugy — CU (J}, t) € (_tat) X (05 OO)
u(—t,t) =u(t,t) =0 t>0.
5. Fie u o solutie a ecuatiei undelor

ug—Au=0 mRY xR, (5.5)

Fie functionala

N
E(t) = / {t (|Ut|2 + |Vu|2) + 2uy szuzz + (N — 1)uut} dx vVt >0.
RN

=1
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Aratati ca E este constanta.
Ind. Seinmulteste cu 2tus+2 SN | ziu,, +(N—1)u in (5.5) si se integreazi
pe RV,
6. Fie E = (E1, Eq, E3) si B = (B, B2, B3) o solutie a ecuatiilor lui
Maxwell
Et = rot ﬁ
gt = —rot E
divB = divE = 0.
Aratati ca
Uy — Au =0

unde v = E; sau u = B; (1 =1,2,3).

5.2 Metode energetice in studiul problemelor hiper-
bolice

Fie Q@ ¢ RY o multime deschisd si marginita. Fie f € C(Q7), g € C(I'r) si

h € C(Q). Consideram urméatoarea problema la limita pentru ecuatia undelor:

Ut — Au = f in QT
u=yg in I'p (5.6)
ut(x,0) = h(z), x €.

Teorema 24. Problema (5.6) are cel mult o solutie u € C*(Qr).

Demonstratie. Fie uj, ug solutii arbitrare ale problemei (5.6) si u :=

u] — ug. Rezulta cid u verifica

Uy — Au =0 n Qp
w=0 in T'p (5.7)
ut(x,0) =0 inQx{t=0}.

Definim functionala
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Prin urmare, conform primei formule a lui Green,

E'(t) = /(ututt + Vu - Vu)de =
Q
ou
/ututt dzr + / up — do — /ut Audx = (5.8)
Q oo Ov Q

/ut(utt —Au)dz =0,
Q

caci u = 0 pe 00 x [0,T] atrage us = 0 pe 9§ x [0,T]. Observand acum ca
E(0) = 0 rezulta din (5.8) ca

E(t)=0 Vte[0,T].

De aici rezulta ca

u =0 gi Vu=0 n Qr,

adica u este constantd in Q7. Cum u = 0 pe Q x {t = 0} rezulta de aici ca

u=01n Qp. O
5.2.1 Domeniul de dependenta al solutiilor
Revenim la ecuatia omogena a undelor in intregul spatiu
uy —Au=0  in RY x (0,00). (5.9)
Fixam zg € RY i tg > 0 si considerim conul cu varful in (zg, to) definit prin
C = C(xo,t) := {(x,t) € RY x (0,00); 0 <t <tgsi|z—mzo| <to—t}.

Teorema 25. Dacad u este solutie a ecuatiei (5.9) si u = us = 0 pe multimea

C(zo,to) N{t =0} atunciu=20 in C.
Demonstratie. Fie

E(t) =

1
- / (u? 4 |Vul*)de  t>0.
2 B(mo,toft)
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Avem

104

1
E'(t) = / (uguge + Vu - Vug) de — - / (u? + |Vul?) do =
B(wo,toft) 8B(x0,t07t)

/ ut(utt — AU) dxr + / Ut — do—
B(Io,toft) 8B(I07t07t) 8V

1
= (u? + |Vul?) do =
2 0B (z0,to—t)

1 1
/ <utauu?|Vu|2> do .
OB(z0,to—t) v 2 2

Dar

ou 1
| <l [Vl < 5 (i + 9P,
Din (5.10) si (5.11) rezulta ca

E'(t)<0  Vt>0.

(5.10)

(5.11)

Deci E(t) < E(0) = 0, adica E(t) = 0 pentru orice ¢t € [0,%y]. Aceasta atrage

ug = 0 si Vu = 0, adica u este constanta in conul C'(xg,tp). Cum, din ipoteza,

u(z,0) = us(z,0) = 0, rezulta concluzia.

Exercitii.

1. Demonstrati ca solutia problemei

verifica estimarea

unde

Upt + Up = Uy daca (z,t) € (0,1) x (0, 00)
u(@,0) = f(x) Va € (0,1)

u(z,0) = g(x) Va € (0,1)

u(0,) = u(1,¢) = 0 V>0

O
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2. Legea conservarii energiei pentru ecuatia undelor. Fie problema

Uy — Au =0 in Qr

u(z,0) = g(z) Vo € Q

ug(z,0) = h(z) Vo € Q

u(z,t) =0 V(z,t) € 02 x (0,T)

precum si energia totala asociata acestui sistem

E(t) = ;/ﬂ (uf + |Vul?) dz te[0,7T).

Folosind eventual ideile din demonstratia teoremei 24, aratati ca E(t) =

Const., pentru orice t € [0,T).

5.3 Formula lui d’Alembert

Ne propunem acum sa gasim o formulda explicita pentru solutia problemei

coardei vibrante

Ut — Upge = 0 in R x (0, 00)
u(z,0) = g(z) Ve e R (5.12)
ut(x,0) = h(x) Ve eR,

unde g € CY(R) iar A : R — R este continua. Pornind de la observatia ca

ecuatia uy — ug, = 0 se mai poate scrie sub forma

0, 9N(2_9Y\ ., ¢
ot Tox)\ot ox )T

facem schimbarea de functie

Rezulta ca
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ceea ce atrage v(z,t) = p(x—t). In plus, ¢(x) = v(z,0). Am obtinut problema

u(z,t) — ug(z,t) = o(z — t) in R x (0,00) (5.13)

u(x,0) = g(x) Ve e R.
Fixam acum (z,t) € R x R i consideram aplicatia
w(s) = u(x — s,t+ 3) s> —t.
Avem
w'(s) = —ug(x — s,t +8) +ug(x — s,t +5) = p(x —t — 2s).

Aplicand formula lui Leibnitz-Newton obtinem

0 x+t
w<o>—w<—t>=/ so(x—t—%)ds:;/ () dy.

—t —t

Tinand acum cont de definitia lui w si de conditia initiald din (5.12) obtinem

1 x+t
u(x,t) = glx +1t) + 3 / o(y) dy . (5.14)
r—t
Dar

o(y) = v(y,0) = u(y,0) — ux(y,0) = h(y) — g'(y) . (5.15)

Din (5.14) si (5.15) deducem formula lui d’Alembert

x4+t _
w(z,t) = % / hy) dy + &Y ;9@ 28 (5.16)
x—t

In particular observam ca solutia problemei (5.12) este de forma
u(z,t) = F(x+1t)+ G(x —t).

Din (5.16) deducem in particular ca daci g € C? si h € C! atunci u este de
clasd, C?. Mai general, daci g € C* si h € C*¥~! atunci u € C*.

Exercitii.
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1. Gasiti solutia problemei cu valori initiale

utt—uwzo iHRX(0,00)
u(z,0) =0 Ve e R
ut(x,0) = f(z) Ve e R

si studiati ce se intdmpla cand r — oo. Studiati problema analoaga pentru
ecuatia uy + ug, = 0 gi comparati rezultatele.

2. (i) Utilizand schimbarea de variabile £ = = + ¢, n = x — t, ardtati ca
Ut — Uge = 0 dacd si numai daca ug, = 0.

(ii) Folositi rezultatul de mai sus pentru a regasi formula lui d’Alembert.

5.4 Ecuatia Euler-Poisson-Darboux

Fie problema la limita

Uy — Au =0 in RV x (0, 00)
u(z,0) = g(x) Vo € RY (5.17)
ut(z,0) = h(x) Vo € RV,

unde g € CK(RY) si h € C*Y(RYN), k > &F3. Definim aplicatiile

?{ u(y,t) do(y) daca r >0

OB(z,r)

Uz;rt) = (1) daci r =0
U(z;—r,t) dacar <0,

Glasr) = ]iB( wdoty) V>0,

H(z;r) = ng(I’T) h(y) do(y) Vr > 0.

Are loc urmatorul rezultat
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Teorema 26. (Euler-Poisson-Darboux). Pentru orice x € RY fizat avem

U(z;-,-) € CF(R x [0,00)) si, in plus, aceastd functie verificd

N-—-1
UttzUrerTUr pe R x (0, 00)
U(r,0) = G(r) Vr >0 (5.18)
Ui(r,0) = H(r) Vr>0.

Demonstratie. Din definitia lui U, pentru orice r > 0,

1
U(z;r,t) = o N1 /aB(x ) u(y,t)do(y).

Cu schimbarea de variabila y = = + rz obtinem

1
U(x;r,t) = — / u(z +rz,t)do(z) = ?{ u(z +rz,t)do(z).
WN JoB(0,1) 8B(0,1)

Prin urmare

Up(z;r,t) = f Vu(z +rz,t) - zdo(z) = }1{ Vu(y,t) - — do(y) =
8B(0,1) OB(z,r)
ou r
—(y,t)d = — A dy .
B a0dew =g su)ay
(5.19)

Rezulta ca

}i{% Up(z;r,t) = }1}% Up(z;7,t) =0.

Folosind acum faptul ca u este solutie a problemei (5.17) si utilizand (5.19)

T 1
e T

Rezulta ca, pentru orice 7 > 0,

obtinem

1
(rN_lUT)T = — u do(y) = PNl 7{ ug do(y) = N1y,
WN JoB(z,r) 0B (x,r)

ceea ce incheie demonstratia. Il
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5.5 Formula lui Kirkhoff

5.5.1 Cazul N = impar

Continuam studiul problemei (5.17) daca N este un numar impar. Pentru a
fixa ideile i usura calculele, vom presupune N = 3, care corespunde situatiei
undelor sferice. Revenim la ecuatia Euler-Poisson-Darboux unu-dimensionala
(5.18). Pentru aceasta fixim = € R? si notam cu U(z;r,t) solutia problemei

(5.18). Fie
Ulr,t) =rU(z;r,t) G(r)=rG(x;r) H(r)=rH(x;r).

Din conditiile initiale rezulta

U(r,0) =G(r)  Uy(r,0) = H(r).
Lema 5. Functia U satisface proprietatea
Uy = Uy V(’F,t) €eR x (0,00)

Demonstratie. Avem

Upr = (TU)TT = (TUT + U)r =
2U, + 1Up = 71Uy = Uy,
ceea ce Incheie demonstratia lemei. O

Aplicand acum formula lui d’Alembert in dimensiune 1 avem

- ~ 1 [Tt
U(r,t) = G(r+t)—|—G(r—t)]—|—2/_t H(y)dy  VY(r,t) e R x[0,00).

N |

Dar
u(z,t) = im U(x;r,t).

r—0

Tinand cont de faptul ca

U(r,t) =rU(x;r,t).
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Prin urmare,

U
u(z, )—th(a: rt)—hm <:: 2 =
é(t +7r)— t —r) 1 -t
| — — H
r0 o o / ydy+s | H )dy]

cici G si H sunt functii impare. Dar
GO =tGait) =t §  glu)doty).
OB(z,t)

Deci

B(xt

fg !
ng(M y) +t <7g3 g(x +tz)do(z )) _ (5.21)
/ )

Fes

Din (5.20) si (5.21) rezulta
u(z,t) = f [th(y) +9(y) +d'(v) - (y — )] do(y), (5.22)
dB(z.t)

cunoscuta sub numele de formula lui Kirkhoff. Comparand cu formula lui
d’Alembert (5.16) corespunzatoare situatiei N = 1 observam de aceasta data
aparitia contributiei derivatei lui g. Acest lucru sugereaza ca daca N > 1 o
solutie a ecuatiei undelor nu este la intervale pozitive de timp la fel de neteda
ca la momentul initial, reflectat de aplicatia g. Remarcam si faptul ca pentru
a calcula valoarea solutiei intr-un punct (z,t) e suficient sa cunoagtem valorile

lui u, us §i Vu doar pe frontiera bilei centrate in x si de raza t.

Exercitii.
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1. O unda sferica este o solutie a ecuatiei undelor (pentru N = 3) de

forma wu(r,t). Asadar, ecuatia undelor devine
Ugt = Upp + ;ur-

(i) Faceti schimbarea de variabila v = ru. Ce ecuatie se obtine?
(ii) Gasiti solutia generald a ecuatiei obtinute.

(iii) Folositi apoi formula lui d’Alembert pentru a rezolva problema

Uy = Upy + %ur V(r,t) € (0,00) x (0,00)
u(r,0) = g(r) Vr >0
ug(r,0) = h(r) Vr >0,

unde ¢ si h sunt functii pare.

5.5.2 Cazul N = par

Pentru a fixa ideile vom presupune N = 2, care descrie in practica undele

cilindrice. Fie u o solutie a problemei

ug — Au =0 in R? x (0, 00)
u(x,0) = g(x) Vz € R (5.23)
ut(x,0) = h(x) Vr € R?.

Pentru orice = = (21, 72) € R? notam T = (1, 72,0) € R3 si

9(T) = g(x1, 22) hMZ) = h(z1, x2) VZ = (x1,22,0) € R3.

Fie u(Z,t) := u(x1, x2,t). Aceasta functie verifica

Uy — Au =0 inR3><(0,oo)
u(z,0) = g(7) VT = (x1,22,0) € R3 (5.24)
(T, 0) = h(T) VZ = (z1,72,0) € R3.

Aplicand formula lui Kirkhoff (5.22) putem scrie

w(z, ) = (T, 1) = 7{) oy (BDHTD +T@ - -) do). (529
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Dar, prin definitie,

1
gdaz/ gdo. 5.26
»ﬁB(x,t) At Jop(ze) (5.26)

Pe de alta parte, pe frontiera bilei B(Z,t) avem

ys — 3 = £/12 — (y1 — 21)% — (y2 — 22)2,

adica
ys = £/ 12 — |y — z|?, (5.27)

caci 3 = 0. Deci, din (5.26) si (5.27),

1 ) oys\ 2]
o Y3 Y3
gda—/ g(y1,y 1+< ) +<> dyy dyo .
7({93(33,@ 21t JB(a) (o1, 32) oY1 Y2 LR
(5.28)
Observand ca
y3 dys\ > (y1 — 71)? (y2 — m2)?
1 L]
*(am)*ﬁwz T fy—aP TR fy—aP’
relatia (5.28) devine
_ 1 9(y)
gdo = —— -t / dy =
éB(:p,t) 2m 12 Bey) (2 — |y — x[2)1/2
1 9(y)
= dy = 2
3t Jiey (B~ Jy— 2172 (529)
t
7{ i 9(y) n—
2 JBy (2 — |y —z[?)
Procedand analog pentru celelalte doua integrale din (5.25), avem
- t h(y)
hds =L 7{ dy (5.30)
ng(x,t) 2 JBy) (12 =y — z|?)1/?
si
o t]{ g (y—2)
g (y—=)do(y) =5 dy . 5.31
j(iB(x,t) @) )47 (1) 2 JBay (2 =y — x[?)1/? (531)

Din (5.25) si (5.29)-(5.31) obtinem urmatoarea formula a lui Kirkhoff pentru

N =2:
f g(y) +th(y) + 4 (y) - (y — x) dy . (5.32)
B(z,t)

et = (7 Iy~ o)1

N |
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Remarcam ca, spre deosebire de cazul N = 3 (vezi formula (5.22)) in
aceasta situatie avem nevoie de informatii cu privire la valorile lui u, u; si Vu
pe intreaga bild B(x,t) si nu numai de valorile acestor functii pe frontiera

bilei respective.

5.6 Ecuatia neomogena a undelor. Principiul lui
Duhamel

Ne propunem sa dam o formula explicita pentru solutia problemei neomogene

uy — Au = f in RY x (0,00
' (0, 00) (5.33)
u(z,0) = ug(z,0) =0 Vo € RV,
Pentru s > 0 fixat, fie u(x,t;s) solutia problemei omogene
up(z,t;8) — Agu(x, t;s) =0 in RV x (s,00)
u(z,s;8) =0 Vo € RN (5.34)
ug(x, s;8) = f(x,s) Vz e RV,
Principiul lui Duhamel afirma ca functia
¢
u(z,t) = / u(z, t;s)ds (5.35)
0

este solutie a problemei (5.33). Mai precis, are loc urméatorul rezultat

Teorema 27. Fie f : RN x [0,00) — R o functie netedd. Atunci functia u

definita in (5.35) satisface problema neomogena (5.33).
Demonstratie. Tinand cont de definitia lui v avem
¢ t
ug(x,t) = u(x, t;t) +/ ur(x,t;s)ds :/ ug(x,t;8) ds.
0 0

Deci

t ¢
up(x,t) = wg(x, t;t) +/ ug(x,t;8) ds = f(x,t) +/ ug(x,t;8)ds.  (5.36)
0 0
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In plus,
t t
Au(z,t) = | Au(x,t;s)ds = / ug(x,t;8) ds.
0 0

Din (5.36) si (5.37) rezulta ca
ug(x,t) — Au(z,t) = f(x,t) Y(z,t) € RY x (0,00).

Evident
u(z,0) = u(z,0) =0 Ve € RV,

ceea ce Incheie demonstratia.

Cazuri particulare:

1) N =1. In acest caz,

1 r+t—s
U($,t,$):2/ f(yvs)dy

—t+s

T+t—s
/ / s)dyds,
T—t+s
// fly,t—s)dyds.

2) N = 3. Conform formulei lui Kirkhoff (5.22) putem scrie

u(a, t:5) = (t - ) 7{) oy S04,

Deci

adica solutia devine

Prin urmare

u(z,t) = /t(t—s) (éB(M S)f( )do’(y)) ds =
//63th 5) ty’ do(y)ds =
7T/0 /aJB(M)y’T)dU(y) dr.

u(z,t) = g /B(z’t) dy .

In concluzie

ly — x|

114

(5.37)



Chapter 6

Solutii slabe pentru
problemele la limita

The sophisticated methods of Schwarz, Neumann and Poincaré essentially solved the bound-
ary value problems for the Laplace equation. However, these methods cannot be directly
extended to more general cases... I am convinced that it will be possible to get these ex-
istence proofs by a general basic idea, towards the Dirichlet principle points. Perhaps it
will then also be possible to answer the question of whether or not every regular variational
problem possesses a solution if, with regard to boundary conditions, certain assumptions are
fulfilled and if, when necessary, one sensibly generalizes the concept of solution.

David Hilbert, 1900 (Paris lecture at the International Congress of Mathematics)

6.1 Solutii slabe pentru problemele de tip eliptic

In studiul solutiilor slabe ale problemelor eliptice vom aplica urmatorul rezul-

tat clasic:

Lema lui Lax-Milgram: Fie H un spatiu Hilbert real si a(u,v) o forma
biliniara, continua si coerciva definita pe H. Fie, de asemenea, o functionala
liniara si continua ¢ : H — R. Atunci exista si este unic un element v € H
astfel Incat

a(u,v) = p(v) pentru orice v € H . (6.1)

Daca, in plus, a este simetrica, atunci elementul u este caracterizat de propri-

etatea ca

veH

5 alnu) — p(u) = min {;a(v, v) ~ so(v)} :

115
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In terminologia calculului variational, ecuatia (6.1) se numeste ecuatia

Euler-Lagrange asociata functionalei energetice

E(v) = %a(v,v) — ¢(v) veH. (6.2)

In anumite situatii vom folosi urmatoare varianta mai generala a lemei lui

Lax-Milgram:

Teorema lui Stampacchia: Fie H un spatiu Hilbert real si a(u,v) o
forma biliniara, continua si coerciva definita pe H. Fie, de asemenea, K o
submultime convexa gi inchisa a lui H si o functionala liniara si continua

¢ : H — R. Atunci exista si este unic un element u € K astfel incat
a(u,v —u) > @(v —u) Vv e K.

Daca, in plus, a este simetrica, atunci elementul uw € K este caracterizat de
proprietatea ca

2t o) = mip { (e ) — o0}

veK

Demonstratii elementare ale acestor doua rezultate clasice de analiza functionala

pot fi gasite In monografia Brezis [10].

Fie @ ¢ RY o multime deschisi, marginitd cu frontiera netedi. Vom
considera urmatoarea problema-model:
—Au=f in Q

(6.3)
u=20 pe 09).

Definitia 10. Se numeste solutie slabd a problemei (6.3) o functie u € HZ ()

astfel tncat

/QVU'V’U:/Qf’U Vv € H} (D).

Din modul in care a fost definita solutia slaba, conditia u = 0 pe 02 ce

apare in (6.3) rezulta din faptul cd u € H} ().
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Teorema 28. Fie f € L?(S)). Atunci problema (6.3) are o unicd solutie slabd

w. In plus, aceasta functie este solutie a problemei de minim
. 1 9
min ¢= [ |[Vv]"= [ fop.
veH (@) 2 Jo 0
Demonstratie. Fie a(-,-) : H(Q) x HE(Q) — R definitd prin

a(u,v) :/VU-VU.
Q

Evident, a(-,-) este o forma biliniara simetrica. Sa aratam ca este si continua.

Pentru orice u, v € H}(Q) avem, conform inegalitdtii Cauchy-Schwarz
a(w o) = | Vol < [ Vu]70] <
Q

12 1/2
( / \W) - ( / rw?) — Vg - el
Q Q

ceea ce probeaza continuitatea formei biliniare a(-,-). Am utilizat aici in mod

1/2
u— (/ ]Vu\2)
Q

poate fi consideratd (in baza inegalitatii lui Poincaré) o norma in spatiul
H; ().

Aratam acum ca af(-,-) este coerciva. Intr-adevar

esential faptul ca aplicatia

= [ |Vul? daca :
a(u,u) /Q\ ul® — oo aca Hu”H&(Q) — 00
Consideram acum aplicatia
o(u) :/fu u€ HI(Q).
Q

Evident, ¢ este o functionala liniara. Este usor de verificat ca ea este si

continua. Intr-adevar, aplicind din nou inegalitatea Cauchy-Schwarz,

1/2 1/2
()] < /Q!f-lulé</ﬂf2> (/Qu) 1l el < A1z - g
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Suntem acum in masura sa aplicam lema lui Lax-Milgram. Rezulta ca

existd un unic element u € HE(Q) astfel incat
a(u,v) = p(v) Yo € HY(Q),

ceea ce inseamna de fapt ca u este solutie slaba a problemei (6.3). Mai mult,

datorita simetriei lui a, functia v minimizeaza functionala “energetica”

1
B =5 (WP~ [0 ve @,
2 Ja Q
ceea ce Incheie demonstratia. O

Propunem in continuare o lista de exercitii care se rezolva dupa aceleasi

principii. Cititorul poate gasi mai multe detalii in lucrarea Brezis [10].

Exercitii.
1. Fie F functionala definita in (6.2). Calculati derivata lui E si deduceti
ca orice punct critic lui E este solutie a ecuatiei Euler-Lagrange (6.1).
2. Fie f € L?(0,1). Demonstrati existenta si unicitatea solutiei slabe
pentru problema
—u" +u=f in (0,1)
u(0) =u(1) =0.
Daca, in plus, f € C([0,1]), aratati ca problema de mai sus admite o unica
solutie clasica u € C2([0,1]).
3. Fie f € L%(0,1) si a, b numere reale. Demonstrati existenta si unicitatea

solutiei slabe pentru problema

—u" +u=f in (0,1)
u(0) =a; u(l)=».

Ind. Aplicati teorema lui Stampacchia considerand multimea

K={uec H(0,1); u(0) = a, u(l) =b}.
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4. Aratati existenta si unicitatea solutiei slabe pentru problema Sturm-

Liouville
—(pu') +qu=f i (0,1)
u(0) =u(1) =0,
unde p € C1([0,1]), ¢ € C([0,1]), p,g > 05i f € L*(0,1).
5. Fie f € LQ(O, 1). Demonstrati existenta si unicitatea solutiei slabe

pentru problema Neumann cu conditii la limita omogene
—u"+u=f 1n(0,1)
u'(0)=4'(1)=0.
Formulati si demonstrati analogul N-dimensional al problemei de mai sus.

6. Fie f € L?(0,1) si a, b numere reale. Demonstrati existenta si unicitatea

solutiei slabe pentru problema Neumann cu conditii la limita neomogene

—u" +u=f in (0,1)

7. Fie f € L?(0,1). Demonstrati existenta si unicitatea solutiei slabe

pentru problema cu conditii la limita periodice
' +u=f in (0,1)
w(0) =u(l), ' (0)=1'(1).

8. Fie f € L?(0,1) si a € R. Studiatji existenta si unicitatea solutiei slabe

pentru problema la limita cu conditii de tip Robin
" +u=f in (0,1)

v (0) + au(0) = 0; u(l) =0.

6.2 Solutii slabe pentru ecuatia caldurii

Fie a, b numere reale cu a < b, 1 < p < oo gi X un spatiu Banach. Vom nota

cu LP(a,b; X) spatiul functiilor masurabile u : (a,b) — X cu proprietatea ca

b 1/p
el o ey = ( / HU(t)H?{dt> < too.
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In particular, daca X = H¥(Q) (k intreg, k > 1), atunci spatiul L2(0, T; H*(Q))

contine functiile masurabile u : (0,T) — H¥(Q) cu proprietatea ca

T
/0 ) ey dlt < o0

Functiile din L!(a,b; X) se numesc functii integrabile in sens Bochner.
Observam (in baza teoremei lui Fubini) ci spatiul L?(0,T; L?(f2)) coincide cu
spatiul L?(Q7), unde Q7 = Q x (0, 7).

Fie acum Q C RY o multime deschisa, marginitd, cu frontiera neteda.
Consideram “cilindrul parabolic” Qp = Q x (0,7T) si suprafata laterala a aces-
tuia

Y= 0 x (O,T) .

Consideram problema mixta pentru ecuatia caldurii

U — Au = f in QT
u(z,0) = up(z) Vo € Q (6.4)
u =20 pe X1,

unde f: Qp — R si ug : Q — R sunt functii date.

Definitia 11. Fie f € C([0,T]; L*(Q)) si up € L*(Q). Functia u : Qr — R
se numeste solutie slaba a problemei (6.4) daca sunt satisfacute urmatoarele
proprietati:

(i) we C([0,T}s L3(R)) N C((0, T; B (R)) N C1((0, T LA(Q));

(i3) pentru orice v € HZ(Q) si pentru orice t € (0,7,

/Q we(, )o(z) do + /Q Vau(z,t) - Vao(w, ) de = /Q (@, () de

$t
u(z,0) = ug(x) a.p.t. x € Q.

De aici rezultd ca dacd u € C*1(Qy) este solutie clasici a problemei (6.4),

atunci u este gi solutie slaba.
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Teorema 29. Fie f € CY([0,T]; L*(Q)) si ug € L*(Q). Atunci problema
miztd (6.4) admite o unicd solutie slabd w. Mai mult, w € L*(0,T; H}(Q)) si

are loc legea conservarii energiet

1 t 1 t
5 \|U(t)HQL2(Q)+/O IVu(s) 1720y = 5 ||u0H2L2(Q)+/O /Qf(% syu(z,s)deds vVt €[0,T].
(6.5)

Dacd, in plus, ug € H(Q) atunci

we C([0,T]; Hy(Q) i (?;: € L*(0,T; L*()).

Demonstratie. In ipoteza ca am demonstrat deja existenta unei solutii,
ne propunem sa aratam ca aceasta e unica. Fie asadar uj si uo solutii slabe
ale problemei (6.4). Dar u = u; — ug satisface o problema de tipul (6.4), dar
pentru ugp = 0 si f = 0. Tinadnd acum cont de identitatea (6.5) deducem ca
u(t) = 0, pentru orice ¢ € [0, T, adica u; = ug.

Sa demonstram acum existenta unei solutii pentru problema (6.4). Vom
folosi in acest sens metoda lui Fourier de separare a variabilelor. Fie pentru
aceasta (e,)n>1 0 bazi ortonormald a lui L?() formata din vectori proprii in

H}(Q) ai operatorului (—A). Asadar
—Au, = AUy, in Q
Uy =0 pe 09).
Fie f, i uo, coeficientii Fourier ai lui f i ug In raport cu aceasta baza, adica
Full) = (FO. e = [ faent@rde e [0.7]
si

uon = (Uo, eN)r2(0) = /Qu0($)en(x) dz n>1.

Dezvoltand u in serie Fourier obtinem
u(z,t) = iun(t)en(x) V(x,t) € 2 x (0,T). (6.6)
n=1
Necunoscutele u,, satisfac
ul (1) + Apun(t) = fu(t)  t€(0,T),Yn>1

(6.7)
un(0) = ugy, .



CHAPTER 6. SOLUTII SLABE PENTRU PROBLEMELE LA LIMITA122
Rezolvand problema (6.7) gasim

() = e Mrhug, +/ Fu(s)e2nt=9) re[0, 7). (68)

Pasul 1: u € C([0,T]; L*(Q)

Aplicand identitatea lui Parseval obtinem, pentru orice t € [0, 7],

n+p 2 n+tp
> ug(t)er, = up(t). (6.9)
k=n L2(Q) k=n

Aratam acum ca e suficient sd demonstram ca seria

Z u?(t) este uniform convergenta pe [0, . (6.10)

Intr-adevar, conform (6.9), rezultd in acest caz ca seria de functii continue
> 1 un(t)e, converge uniform pe intervalul [0, 7] cu valori in L?(2). Mai

precis, pentru orice € > 0, exista N, astfel incat

- Z u;(t)e;
i=1

De aici rezulta ca functia u : [0, 7] — L%(Q) este continud, adica u € C([0, T]; L3()).

<e vVt € [0,T],Yn > N.
L (Q)

S& aratam acum (6.10). Din (6.8) rezulta ca
t 2
un(t) = (e—m (u0, en) 12 + / e (f(s), en) ds> <
0
t t
) (e—2>\nt (UO,en)%Z +/ e—?An(t—s)/ (f(s),en)Q d8> < (6.11)
0 0
t
2 (e + 1 [ (£, ds,
n Jo

pentru orice ¢t € [0,7]. Aplicand din nou identitatea lui Parseval obtinem

o

luollz2 =D I(uo, en) 2

n=1
si
> (fs)sen)za = 1 (s)l172 - (6.12)

n=1



CHAPTER 6. SOLUTII SLABE PENTRU PROBLEMELE LA LIMITA123
In plus, ipoteza f € C([0,T]; L?(Q)) implica faptul ci aplicatiile

s (f(s)en)rz st s [If(s)ll2

sunt continue pe intervalul [0,T]. De aici rezulta ca

© 4 t 9 B t2 1 2
> | et as= | 3, U enls ds

este o serie uniform convergents pe [0, 77, adica u € C([0,T]; L*(Q2)).

Pasul 2: u € C((0,T); H}(2)) N L2(0,T; HE(Q)).
Fie 9, := (A)"2e,. Atunci familia (¢,,) este ortonormald si completa
in H} (). Dezvoltand functia u in serie Fourier in raport cu aceastd familie

avem
o9
g V wn )
n=1

unde

2

t
ve(t) = An <6A"t (u0, €n)r2 +/ e~ Mn(t=9) (f(s)’en)L2d5> <
0

t
2\, e~ 0t (uo, en)%z + 2/ (f(s), en)%ﬂ ds,
0

pentru orice ¢ € [0,T]. Deci

n-+p n-+p
||Zuk Vil =Y vi(t) <
n+p h=n n+p (613)

22)\k€ 2>\kt u07€k L2+2Z/ ek; LQ

pentru orice t € [0,7]. Dar
2\ e Mt <Lt (6.14)

Din (6.13) si (6.14) rezulta ca seriile » , -, v v2(t) si Y n>1 V() sunt uniform
convergente pe [§, 7], pentru orice § > 0. Prin urmare, u € C((0,77]; H}(Q)).



CHAPTER 6. SOLUTII SLABE PENTRU PROBLEMELE LA LIMITA124
Pe de alta parte

() 2 ZV <22A62Atuo,ew+zz/ ), en)2s =

23 w7 (g, 0)a + 2 / £
n=1
(6.15)

pentru orice ¢ € (0,7]. De aici rezulta ca

T 00
| 0l < Y. +27 / £ eyt
n=1

ceea ce aratd ca u € L2(0,T; HL()).

Pasul 3: u € C((0,T); H}(Q)).

In acest caz vom folosi un argument asemanator, dar aplicat pentru seria

= i ul (t)en te(0,77.
n=1

E suficient s& demonstram ca

derivata

ve C((0,T]: HA Q) s d“(t) — () Vte(0,T].

Derivand in raport cu ¢ in relatia (6.8) gasim
t
ul () = =Ape M ugy + fr(0)e Ml 4 / e M=) 1 ($)ds Yt e [0,T]. (6.16)
0

Deci, pentru orice ¢ € [0, 7],

n—+p n+p )
quk (texllFe = D (uh() ] <
n—+p h=n n—+p
2 _—2A t
17 HL2+2Z:A *(uo, ex L2+Z>\k/ (at ek>L2dS'
(6.17)
Din ipoteza,
of 2
5 € C(0.71: L*(@). (6.18)

De asemenea, exista C' > 0 care nu depinde de k astfel incat pentru orice t,

ANe=2Mt < O (6.19)
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Din (6.17)-(6.19) rezulta ca seria >, -, (u;

!, (t))? este uniform convergentd pe
orice interval [§,T], cu 6 > 0, adica v € C((0,T]; L*(2)).

Aritdm acum ci 4

7 = . In acest sens observam ca

wv(t) ;

2
(b E) —unt) ) o~ (b o) —ualt)
g( ) 0) e ) g( ) \0) -

(6.20)

Pe de alta parte, conform inegalititii Cauchy-Schwartz, observam ca pentru
orice t gi t 4+ € din intervalul (0,7") avem

<un(t+€) — Un(t)

1ol ) = e ([ ) -y

i+
et /t (uy,(s) — uﬁl(t))2 ds.

IN

(6.21)
Aplicand acum identitatea lui Parseval obtinem
t+e 9 t+e
[ e @) ds = [ )~ vlBads. (622
t t
Din (6.20)-(6.22) rezulta ca
2 00 2
t —u(t n(t — Up(?t
ZEE SN D Y (R ECHC R o
9 1.2 o— £
1 t+e
6 / [v(s) — v(t)||72ds vVt >0.
t
(6.23)
Din faptul ca aplicatia v : (0,7) — L?(Q2) este continui rezulta ca
tt+e
lim — lo(s) —v(t)|[22ds ¥Vt >0. (6.24)
e—=0¢ t

Din (6.23) si (6.24) rezultd acum ca, pentru orice ¢t € (0,77,
t —u(t
lim W) Zult)
e—0 €

« v du _
adica G =0



CHAPTER 6. SOLUTII SLABE PENTRU PROBLEMELE LA LIMITA126

Pasul 4: functia u este solutie slaba a problemei (11). Pornim de la faptul

= Zu'n(t)en vt e (0,7].
n=1

Deci
ng;(x,t)v(w)dx = Z%(t)/en(x)v(x)d:c _
_ZAnun<t)/ €n dl‘—i—z U en)LQ _
_ Zun /Ven -Vou(x)dx + Z (v, en) g2 =

—/Vux,t‘Vva:dx—i—/fa:tvx
Q Q

pentru orice t € (0,7] si pentru orice v € H}(2). Am folosit in (6.25) dez-

(6.25)

voltarile 00 00
= un(en  F) = falb)e
n=1 n=1

precum si identitatile

= /QVU((L’, t) : V'U(IIZ‘)dCU = Z un(t) (Gn, U)L2
n=1

si
Z f n U en
Relatia (6.25) exprima faptul ca u este solutie slaba a problemei (6.4).

Pasul 5: Demonstrarea identitatii (6.5).

Prin inmultire cu u,(t) in (6.7) obtinem

1

5 (un(®) + A () = falt) unt).

Integrand aceasta egalitate pe [0,¢] si sumand apoi dupa n obtinem

;Zufl(t)—FZ/ot)\nui(s)ds } uon —i—Z/ fn(8)un(s)ds. (6.26)
n=1 n=1
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Reamintim ca

o0

Zu ) =1lu@®liz: > (won)® = [uollZ.

n=1

ZA up(s) = llu(s)l3n (F(9),u(s)) g2 = D fuls)un(s)
n=1

Din (6.26) si din cele 4 identitati de mai sus rezulta cu ugurinta relatia (6.5).

Pasul 6: u € C([0,T]; H}(2)) si Ou/ot € L*(0,T; L*(2)).
Presupunem ci uy € Hg(Q). Deoarece familia (¢,) formeazi o baza

ortonormald in H}(Q) rezultd c&, in baza identitétii lui Parseval,

00
||u0||§{3 = Z An (UOn)2 )
n=1

datorita faptului ca
o.]
Uug = Z V An Uon Yp .
n=1

Seria -
= Z vn ()Y
n=1

este uniform convergenti pe [0, 7] in HE(Q), deci u € C([0,T]; H3(Q2)). Pe de

oo >~ 4 ¢
22)\72162)\ntugn+|‘f(~,0)|’%2+z/\/O (f())% ds
n=1 n=1""

De aici rezulti ca du/dt € L?(0,T; L*(2)) si, in plus,

T 2
o1
/ < ool + [
0 L2 0

8t()

alta parte

du 2
—(t
7 (1)

du

— dt .
dt
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6.2.1 Stabilitatea asimptotica a solutiei slabe

Consideram problema mixta omogena

u — Au =0 in Qp
u(z,0) = up(x) Vo € Q (6.27)

wz,t) =0 V(z,t) €02 x (0,T).

Notdm cu A; prima valoare proprie a operatorului (—A) in H}(Q2). Are

loc urmatorul rezultat:

Teorema 30. Fie ug € L?(Q2). Atunci solutia slabd a problemei (6.27) satis-

face inegalitatea
lu()llr2 < e M luolle ¥t >0.

Demonstratie. Pornim de la dezvoltarea in serie Fourier

u(t) =Y un(t)en,
n=1
unde coeficientii u, sunt dati de formula

t
un(t) = e uon —l—/ e An(t=s) fn(s)ds = e~ Mt (ug,en)r2 -
0

Rezulta ca

o0
u(t) = Z e M (ug, en) 2 €n .
n=1

Aplicand acum identitatea lui Parseval obtinem

o0

lu®)lF2 = e " (uo, )7 <

n=1

oo
MY (un,en)e = e N gl Ve 2 0.
n=1

De aici rezulti in particular c& u(t) — 0 in L?(2) daci t — oo. O
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Teorema 31. Daca u este solutia slaba a problemei (6.27) atunci, pentru

orice v € L*(0,T; H&(Q)),
(G000) + [ Vo) Tootote = (G 0002wt te 0.7,
(6.28)

Demonstratie. Fie v € L2(0,T; H} (Q)). Rezultd ca v(t) € H} (), deci

U(t) = Zvn(t)en = Z mvn(t) ¢n ,
n=1

n=1 =

unde 1), = ()\n)_l/2 en.
Fie acum
a(u,v) = /Vu - Vudz u,v € HF ().
Q

Scriind ca u este solutie slaba pentru problema (6.27) avem

<du(t), en> +a(u(t),en) = (f(t),en) Vn>1.
dt 12
Sumand aceste relatii dupa n obtinem (6.28). O

6.2.2 Principiul de maxim pentru solutia slaba

Revenim la problema

u—Au=f InQp
u(z,0) = uo(z) Vo € (6.29)
u=20 pe X1,

unde f: Qp — R si ug : @ — R sunt functii date.

Teorema 32. Presupunem cd ug € L*(Q) si f € C1([0,T]; L2(Q)) N L=(Qr).

Atunci solutia slaba a problemei (6.29) satisface

min{ess igf up, 0} + tess islzaff <wu(z,t) <
g (6.30)
max{esssup ug,0} + tesssup f a.p.t. (x,t) € Qp.
Q

Qr
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Demonstratie. Fie

M :=esssup f K = esssup ug
Qr Q

o(t) == (u(t) — K+ — Mt)" .

E suficient sa aratam ca v = 0 a.p.t. pentru a deduce prima inegalitate din
(6.30), cealalta deducandu-se cu aceeasi metoda.

Aplicand Propozitia IX.5 gi Teorema IX.17 din Brezis [10] deducem ca
v(t) € HE(Q), pentru orice t € [0,7]. In plus, deoarece u este solutie slaba,
rezultd ca v € C((0,T]; H}(2)). Folosind functia v(t) ca functie test in

definitia solutiei slabe gasim
/ut(:v,t) (u(z,t) — Kt — ]\4t)Jr dx + /Vu(m,t) -V (u(z,t) - KT — Mt)Jr dx =
Q

Q
f(ula,t) = K —M)"  vie(0,T].
? (6.31)

Dar

Vu(x,t dacad u(z,t) — KT — Mt >0
V(u(w,t)—K+—Mt)+: (1) (1)
0 dacau(z,t)— Kt —Mt<0

B ug(x,t) — M daca u(z,t) — KT — Mt >0
0  dacd u(x,t) — KT — Mt <0.
Tinand acum cont de descompunerea standard

u— K" —Mt=(u—- K" —Mt)" — (u— Kt — Mt)~
si de cele doua relatii de mai sus, egalitatea (6.31) conduce la

d
/UQdiL' + 2/ ||V | 2dz < 0 a.p.t. t € (0,7T).

Aceastd inegalitate atrage v(x,t) = 0 a.p.t. (x,t) € Qp, ceea ce incheie

demonstratia. O

Rezultatul de mai sus atrage urmatorul
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Corolarul 6. Fieug € L*(Q) si f € L>(Qr). Fie u solutia slabd a problemei
(6.29). Au loc urmatoarele proprietati:
(i) Dacd uo > 0 a.p.t. in Q si f >0 in Qp atunci w > 0 a.p.t. in Qp;
(i) Daca ug € L*™(Q) atunci u € L=(Qr) si, in plus,
[ull oo (p) < Mluollpe (@) + T I fll Lo (r) -

Concluzia acestui rezultat deriva imediat din principiul de maxim (teorema
32).

6.3 Solutii slabe pentru ecuatia undelor

Fie @ ¢ RY o multime deschis#, mirginitd si 7 > 0. Reamintim notatiile
Qr :=Q x (0,00) si Yr:=00x(0,T).
Consideram problema mixta de tip Dirichlet pentru ecuatia undelor
uy — Au = f in Qr
u(z,0) = up(z) ; u(z,0) = uy(z) Vo € Q (6.32)
u(xz,t) =0 Y(x,t) € Xp,

unde f = f(x,t) : Qpr — R si ug, u; : © — R sunt functii date.
Daca conditia v = 0 in X7 se inlocuieste cu % = g pe X7 se obtine o

problema mixta de tip Neumann pentru ecuatia undelor.
Definitia 12. Fie f € L?(0,T;L*(Q)), uo € HY(Q) si u1 € L*(Q). Funtia
u: Qp — R se numeste solutie slaba a problemei (6.32) daca sunt satisfacute
urmdatoarele proprietati:

(i) we CY([0,T]; L*()) N C([0,T]; Hy(Q));

(ii) Pentru orice v € H}(Q), aplicatia

[0,T] 5t +— /ut(a:,t)v(x)da:
Q
este absolut continua si, in plus,

4 ug(x, t)v(x)dx + /Vggu(x,t) -Vgu(z, t)de =

/Qf(a:,t)v($)dx Vv € H}(Q) si a.p.t. t €[0,T).
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(iii) Avem

u(x,0) =up(z), ui(z,0)=wui(x) a.p.t. z € Q.

Teorema 33. Fie f € L?(0,T;L*(Q)), up € H}(Q) si uy € L?(Q). Atunci
problema miztd (6.32) admite o unica solutie slaba u care, in plus, verificd

inegalitatea

/]ut(x,t)\2da:+/\un(a:,t)\2da:§
Q Q

: (6.33)
C <||u0||§101 + Hu1|]%2 +/ /fZ(:c, s)da:ds) vt € (0,77,
0 Q

unde C nu depinde de f, ug st uy.
Daca f = 0 atunci solutia u exista pentru orice t € R si, in plus, este

satisfacutd legea conservarii energiei
/ (Jur(z, 1) + || Vou(z, t)||?) dz = Const. vVt eR. (6.34)
Q

Dacd, in plus, f € CH[0,T); L*(Q)), uo € HH(Q) N H*(Q) si w1 € H(Q)

atunci
we CH([0,T]; L2(Q)) N C*([0,T1; Hy(2)) N C([0,T]; Hy () N H?(2)) (6.35)

$t
up(z,t) — Au(zx,t) = f(x,t) vt €[0,T], a.p.t. z € Q.

Demonstratie. Presupunem ca am demonstrat deja existenta precum si
proprietatea (6.33). De aici rezulta imediat unicitatea solutiei. Intr-adevar,

Lsi 2 ar fi solutii ale problemei (6.32) atunci functia u = u! — u?

daca wu
verifica (6.32) pentru f = ug = u; = 0. Aplicand acum inegalitatea (6.33)
rezulta ca uy = 0 gi Vu = 0 adica u = Const. In 7. Aplicand acum faptul ca

uw =0 pe Y obtinem u = 0 in Q, adicd u' = u?.

Pasul 1: existenta solutiei. Aplicam metoda lui Fourier de separare a

variabilelor si cautam solutia sub forma

u(x,t) =D un(t)en(r)  (z,t) € Qx(0,T),
n=1
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unde (e,) este o baza ortonormals in L2(Q). Introducand aceastd expresie a

lui » In ecuatia undelor obtinem

un () + Aun(t) = fut)  t>0
un(0) = ugn (6.36)

u;z(o) = Ulin,

unde ug, (resp. ui, §i fn) sunt coeficientii Fourier ai lui ug (resp. uj si f) in

raport cu baza (ey), adica
Uon = (anen)LQ Uln = (Ulaen) /f x, t en

Rezolvand problema (6.36) obtinem

—uoncos\/>t+\/1ls1n\/>t+ /fn sm\/>t—s
A (6.37)

Pasul 2: u € C([0,7]; HL(2)).
Fie ¢, = j—;\i Asgadar

= Z \/Eun(t) %
n=1

E suficient sa aratam ca seria

ZA a2 (1) = [Jult) |13

este uniform convergenta pe intervalul [0, 7.

Intrucéit ug € HE(Q) avem

up = Z(anwn H} Yp = Z qun U, .

n=1

Deci

)
ol = 3 A
n=1
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De asemenea, tot in baza identitatii lui Parseval,

lull?2 = Zuln

In plus, conform inegalitatii lui Cauchy-Schwarz, pentru orice ¢ € [0, 77,
00 t 2 o0 t T
S| [ fsin Vs -syis| <7 [ s =7 [ 15| Rads.
— 1Jo =170 0
Rezulta ca seria Y oo A uZ(t) e majoratd de seria
o0 T
C Z </\nu%n +ud, +T / fﬁ(s)ds) =

(HUOHHl‘FHulHL2+/ /f2 dsdm) .

De aici rezulta cd seria > oo ; A, u2(t) este uniform convergenta siu € C([0,77]; Hi ().

De asemenea, pentru orice ¢ € [0,77],
T
ol < (ol + e+ [ [ Plasasts) . ©39
0

Pasul 3: u € CL([0,T]; L3()).

E suficient sa aratam ca seria derivata

iu;(t)en—z:( \/>u0nsm\/>t+u1ncos\/>t+/fn cos\/>t—sds>en
n=1

n=1

este uniform convergenta pe [0, T]. Acest lucru este echivalent cu a demonstra

!/

2 . IR ‘.
1.(t))” converge uniform. Acest lucru este insa evident, caci

ca seria Y 7 (u

seria
o0

T
>\n 2n 2n T T2L d >
Z ( Uy, + UL, + /0 fi(s)ds

n=1

este uniform convergenta pe intervalul [0, 7] catre
T
ol +llunl e +T [ [ o s)dads.
0 Q
Rezultd de aici ca u € C*([0,T); L3(Q)) si

t
@I < (lalfyy + s+ [ [ o) vee o,
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De aici si din (6.38) rezulta ca

t
[tz s [ [wutenpar < ¢ (lually + uls+ [ [ fesdsts)
Q 0 0 0 Ja
(6.39)

In plus,

u(z,0) = Zun(O)en(x) = Zuonen(m) = up(x)
n=1 n=1

si

up(z,0) = Y up(0)en(x) = Y uinen(x) = u(x).
n=1 n=1

Pasul 4: u este solutie slaba. Folosim urmatorul rezultat auxiliar.

Lema 6. Fie g, : [0,T] — R un sir de functii absolut continue cu proprietatea
cd seria Yy o2, gn(t) este convergentd catre o functie g, pentru orice t € [0,T7].

In plus, presupunem ca existd o functie h € L'(0,T) astfel incdt
o0
Y lgn® <ht)  aptte(0,T). (6.40)
n=1
Atunci functia g este absolut continua pe [0,T] si, in plus,
[o¢]
g => gut) aptte(0,T).
n=1

Demonstratia lemei. Folosind relatia (6.40), ipoteza h € L(0,T), teo-
rema convergentei dominate precum si faptul ca derivata unei functii absolut
continue este in L' obtinem c& seria Y o7 | g/ (t) este convergentd a.p.t. citre

o functie din L' si, in plus,
t oo t
/0 S ds)ds =Y /0 dh(s)ds = g(t) —g(0)  VEe[0,T].  (641)
n=1 n=1

Rezulta ca functia g este absolut continua pe [0, 7] si

Jt)=> g,(t) apt.tel0,T],
n=1

ceea ce incheie demonstratia lemei. O
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Revenim acum la demonstratia teoremei si aplicam lema 6 functiei
d(t) := /ut(:v,t)v(x)dx
Q

pentru v € H} () fixat. Observiam ca

O(t) = Zu (v,en)r2 =

n=1

Z <—\/Eu0n sin \/Et + U1y, COS \/Et + /t fn(s) cos \/E(t — s)ds> (v,en)r2 -
0

=1

3

Deci

o0
= g ur (t) (v, ep)p2 = E fu(t) (vyen)r2 — E Antin(t) (v, en)r,
n=1

Aplicand inegalitatea Cauchy-Schwarz obtinem

D Falt) (v, ) 2] < (Z f5<t>dt> : (Z(u@?) = 1F Oz - o]l 2
n=1 n=1 n=1

si
<

Z\/ nUn(t) (v,ep) Hl
- 1/2

(Z Anu%m) ol < 1ol - ] -
n=1

Aplicand lema 6 deducem ca functia ® este absolut continua si

(0.0
= an(t (v,en)r2 — Z)\nun (v,en)r
n=1

nUn(t) (v, en) 2 <

Deci

C(lit ut(x t) ( )d$ = Z(f(t)aen)LQ U en L2 — (Z un en; ) =
Hy

n=1

/f(x,t)v(z)dx - /qu(x,t) -Vo(x)dzx a.p.t. t € [0,77].
Q Q

Pasul 5: Aratam ci dacd f € CL([0,T); L3(Q)), uo € HZ(Q) N H3(Q) si
up € HE(Q) atunci v € CH([0,T]; HY(Q)).
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E suficient sa aratam ca seria

ur(t) =Y up(ten =
n=1

[e¢) t
Z (-@Uon sin \/Et -+ U1y COS \/Et + / fr(t—s) cos msds> en
n=1 0

(6.42)
este uniform convergenta pe [0,7]. In acest scop se repeta argumentele de la

Pasul 2, utilizand ipotezele de regularitate cu privire la ug, uy si f.
Pasul 6: Legea conservarii energiei si concluzia.
Sa presupunem ca f = 0. Din relatia
un(t) + Aun () =0 VE>0

rezulta prin inmultire cu u,, si integrare ca

1
3 (u%(t))Z + A2 (t) = Const. Vt>0.

Deci

1
(uly (1)) + A2 (t) = 5 Uin + Antig,  VE> 0.

N |

Rezulta ca
1 2 2 1 2 2
B [Jue(®)]|72 + Hu(t)HHé =5 lJutll72 + HuoHHg Vi >0,

adica tocmai legea conservarii energiei (6.34).

In acest caz functia u(t) se poate extinde pe semiaxa negativa prin relatia
u(z,t) = —u(z, —t) vt <0

iar functia u : £ x R raméane solutie a ecuatiei undelor. O
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